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APUNTES DE CALCULO DfFERENCIAL 


CAPITULO 1. 

LOS NUMEROS REALES 


1.1 Racionales e Irracionales 

Los numeros racionales, son aquellos que se pueden escribir como el cociente de dos 
numeros enteros. Este tipo de numeros de fa forma y.con a y b enteros y b * 0,se pueden 

graficar como puntos de una recta. Qividiendo la unidad en b partes y tomando a veces el 
segmento a partir del origen, se llega a un punto “rational % de la recta; situado a la 

b b 

derecha del origan si el numero es positive y a la izquierda si es negative. 

El conjunto de numeros racionales es infinite y denso en la recta, en el sentido de que, 
para dos puntos racionales distintos en la recta, existen una infinidad de racionales entre 
ellos, No obstante esto, existen puntos que no son racionales, esto es, puntos o numeros 
que no se pueden escribir como un cociente de enteros. A este tipo de numeros se les 
llama irracionales. 

Los numeros Reales es la unibn de los racionales con los irracionales, 

Los reales se pueden graficar como puntos de una recta, de manera tat que a ca da 
numero real ie correspond© un solo punto de la recta y, reciprocamente, a cad a punto de la 
recta le corresponde un solo numero real, se establece con eilo una correspondence 
biunivoca entre puntos de fa recta y numeros reales. A esta rep resenta cion grafica se le 
llama recta numbrica. 

Ejemplos de numeros racionales. 

a) Cualquier numero entero a es racjonal ya que este se puede escribir como el cociente 
de enteros y 

b) Cuafquier numero en forma decimal pa 3 a r , con un numero finito de decimales, es 
un racional, ya que se puede escribir como el cociente de enteros 

fktxa 2 ^a n 
10 13 

c) Los numeros decimates infinites peribdicos y.a\d z ::.a n , en los cuafes se repite el bloque 

de digitos , son numeros racionales, pues se pueden escribir como: 
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N = j.a 1^2... 

10 fl JV = ya ]& a„, aJaTTra^ 

- (7 IQ” -f tfi lO"* 1 *** +rt„_i 10 + Qn]0°),<i ] £i2^-< 1 r 

1Q"M-N = (yIQ rt +ct\ 10^“' ■*■ + 30 + a„ \ Q n ~ 7 tf!«z...a rt 

= (7 10” + a] 1 Q^ 1 -* 4- dry- \ 10 + a rt \ O' 1 ) - y 

. t _ (alO" +a { 10 ^' +i/^i 10 + 0 * 10 °) -y f}-y 

10 rt - I " 99“ 9 


cen n-nueves 

siendo as! N t un cociente de enteros 


d) Los numeros decimates infinites no peribdicos , son Irracionales 

Porejemplo Jl - l. 4 1 42 13 56. su desarroilo decimal es infinite y no periodico. Estos 

numeros no se pueden expresarcomo el cociente de dos enteros. 

Para hacer ver que Jl es irractonal , recurrimos a una prueba redirects, Jlamada 
"reduction al absurdo”, la cual consrste en suponer Eo contrario de Jo que se desea 
demostrar y, empEeando razonamientos deductivos, llegar a una contradicerbn lo cuaE nos 
indicar^ que nuestra suposicion no puede ser verdadera siendo correcta la initial, 

Supongamos, pues, que Jl es rational, Eo cuaE significa que se puede escribir como el 
cociente de dos enteros, fraction que puede ser reduetda a su minima expresidn 

^ ~ J 

lo cual significa que Eos enteros ay b no tienen faefores en comun. 

Elevando la expresidn al cuadrado se tiene 



6 a 2 = lb 1 

Jo que nos indrea que a 2 es par 
Eo cuaE implies que a tambten es par 
o sea que a es de la forma 
a -2k con k entero, y per lo tanto 
a 2 = 4k 2 — 2 b 2 
de donde vemos que 
b 2 = 2 k 2 y que por lo tanto 
b es un numero par 

Suponer pues que Jl = ij- con a y b sin factores en comun nos conduce a una 

contradiccibn inmediata al mostramos que ambos tiene como factor aE 2, ya que ambos 
son pares. 
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Otra manera de probarlo.consrste en emplearel Teorema Fundamental de la Aritm£tica 
quo nos dice que todo entero positive se puede factorizar de manera unica, salvo el orden 
de factores come un producto de numeros primes, a sea que, a cada entero Je 
corresponde un determinado conjunto de factores primos. Dos enteros diferentes no 
pueden ten er el mismo conjunto de factores primes. 

Con esto en mente, a! suponer que es ractonal o sea que^T = , se tiene 

b 

2 b 2 = a 2 

y al descomponer^ y h en primos, como estan elevados af cuadrado 

sus factores se dupjican, siendo pares el numero sus de factores, de modo que el 2 r 

factor en la derecha, hace mal tercio y es imposible que se trate del mismo entero 

esto es : 2k 2 = a 2 es fafso, io que implica que Jl = as false 

b 

de modo que J 2 no se puede escribir como ei cociente de dos enteros 
siendo por lo tanto un numero irrational 

1 .2 Axtomas de Campo, 

En el conjunto de numeros reales se definen dos operaciones basicas 1 llamadas suma 
y producto, con lo que se forma una estructura de Gampo con ias sigurentes propiedades, 

11 am a das Axiomas de Campo 

Aqui las letras a, b y c representan numeros reales cualesquiera. 

1, AXIOMA DE ASOCIA TWIDAD. 


a + {h + c) - (a 4-i) + c 
a (be) - ( ab)c 

2 AXIOMA DE CONMUTA TtVlDAD 


a + b = b -\-i i 
ab = ba . 

3 AXIOMA DE EXISTENCE DE NEUTROS 


Existe un real o tal que ci + G = o + fl = <2 para todo real a 
Extste un reat 1 tal que a\ = i a = a para todo real a 
0 es llamado cero o neutro para la suma y 1 es liamado uno , o neutro para el producto 

4. AXIOMA DE EXISTENCE DE INVERSOS 
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Para cada reai a, exists - a tal que a 4 (-a) = (~a) + a - 0 
Para cada real a * 0, exists tal que a i- . = = i 

-a es ilamado inverse aditivo de a y es llamado inverse multiplicative de a 

5 . AXJQMA DE DlSTRlBUTIViDAD 

El producto se distribuye sobre fa suma 
a(h + c) — ab + ac = ha 4 ca — ( h 4 c)a 


Definition de las operaciones de rests y cociente. 

Las otras operaciones b^sicas entre numeros reales, de resta y cociente, se definen en 
t^rminos de la suma y el producto en la forma siguiente: ■ 


Definicidn 1 . 

La resta entre Jos numeros ay b se define como: a - b - a + (- b ) 

El cociente entre los numeros a y h se define como 4- * a— 

Los Axiomas de Campo, costituyen el fundamento slgebraico de fos numeros reales, 
con ellos se pueden justificar todas sus propiedades algeoraEcas. 

Entre los principals Teoremas que expresan propiedades algebraicas podemos 
mencionar los siguientes: 

Teorema 1.1, Los elementos neutros son Onicos 


Teorema 1.2. Leyde Cancetacidn. 

SI a 4 c = b + c 7 entonces a - b 
Si ac = be, y c ± 0, entonces a = b 

Teorema 1 .3, aQ = o, para cualquiera que sea ei numero reai a. 


Too fern a 1 4. 

-( -a) = a V 

_L _ 

a 


Teotrema 1.5 r 

- (a + b) = -a+ (-b) = 

—a - h 

y = 

y ab 

\ I 

a /, 

Teorema 1.6. 

-( a -b) - b - a y 

J_ 

a 

--h 

_ b 
a 


Teorema 1.7, 

a(-b) = (~a)b = -ab 

y 

{■■a){-b) 

= ab 

Teorema 1.8. 

[ 

ii 

II 

rh 

y 

-a a 

-b b 


Teorema 1.9. 

a . c _ ad + he 
h d bd 

y 

a_c_ _ ac_ 
h d be 


Teorema 1.10. 

a c ad - be 

b d bd 

y 

a_ 

h ad 
<L be 



d 
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Defintcidn 2, 

— n{n — 1 )(tf — 2 ) — ( 2 )( 1 ); 0 ! - I 

( n \ _ n\ 

r\{n-r)\ 

Productos notables, 

A continuacibn me nc ion are m os algunos resuJtados del algebra con numeros reales, 
conocidos como productos notables los cuales son aplicados constantemente. 

Teorema 1.11 

0 (. + 6)' - donde ( l } = CJ = 

if) a" ~b n - {a - b)(a^‘ + a^ 2 b + ■■■ + ah + h H ~ ] ) 

Hi) a n - b n = (a + b)(a”~ l - a^b 4- — + ab^ 1 - b *- { }, para /i entero par. 

/v) a" + = (a + + ■ — ab^ 1 + i" -1 ), para n impar y positivo. 

Algunos ejemplos pa rticu lares son; 
a 6 = (a + b){a 5 -a 4 /? -fa 3 *? 2 - tf 2 .^ + a£ 4 - A J ) 

« (a — 6)(a 5 + -i- a6 4 + i 5 ) 

a 2 — b 2 = (d — b)(a + b) 

(a + y) 3 - a 5 4- lO^^ 2 + I0a 2 y + 5ay* -i-^ 3 


1 .3 Axiomas de Orden, 

En e! Campo de los reales, exists un orden lineal, un orden en la recta, qua nos permite 
decir cuando un de term in ado numero es menor que otro. Desde un punto de vista intuitive, 
decimos que el real a es "manor que H e! reai *, si en fa recta numbrica, a se encuentra a la 
izquierda del numero & T en simbolos Jo expresamos escribiendo a < b, 

Desde un punlo de vista axiomatico esta relation de orden 3a describimos en base a un 
concepto primitive de positividad, suponiendo la ex-istencia de un conjunto P de eiementos 
positives en los reales, (en fa recta numerica p, son todos los puntos a la derecha del 
origen), 

Los Axiomas de Orden en los reales son: 

O t - La suma y el producto de dos elentos de p, son eiementos de P. 

En simbolos : Si a,k P, entonces (a + b) <= P y ab e p. 

Q 2 : Dado cualquierreal *, una y solamente una de las tres siguientes proposiciones es 
verdadera 

0 x £ P is) x = 0 in) - x <e P 

La relation "menor que 15 se define como: 

Defintcidn 3. a < b si y sblo si {b - a) e P 

En base a esta definicidn podemos ahora definir los siguientes simbolos, en donde se 
ha puesto la notacibn de dobfe implicacibn <=> para la frase 17 si y sbfo si", a veces 
abreviado como *sii Jt 

Definicidn 4 
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i) a < h <=> a < b 6 a - b. 
i/) a > b b < a, 
in) a > b » a > b 6 a = h. 


Numeros negatives. 

Defmicidn 5, Un numero real a es Itamado negative si y s6fo si -a s P. 

esto es, a es negative sii su inverse aditivo -a es positive. 

Se puede hacer ver que a < 0 express que a es negative y que a > 0 indica que a es 
positive. 


Afgunos Teoremas basicos que involucran [a reiacion de orden r y que paste riormente 
Ids empiearemos para resolver desigualdades, son Ios siguientes: 

Teorema 1.12. Si a < b , entonces a + c < b + c para cualquier real c. 

Teorema 1J3. Si a < b y c > 0, entonces ac < be: 

Teorema 1.14, Si a < b y c < 0, entonces ac > be. 

Teorema 1.15 Si a < b y b < c t entonces a < c. 

Teorema 1.16, Dados dos numeros reales ay b cualesquiera, una y solamente una de 
las tres siguientes proposiciones es verdadera: 

i) a < b ii) a - b 6 in) a > b 

Teorema 1.17 Regia de Ios signos. 

Si a > 0, h > 0, entonces ab > 0 
Si a < 0, b < 0, entonces ab > 0 
Si a < 0, b > 0, entonces ab < 0 
Si a > 0, b < 0, entonces ab < 0 


Teorema 1.18. x 2 > o, para todo numero real : 
intervals en la recta. 

Los siguientes conjuntos de numeros reales o puntos de fa recta numerics, llamados 
intervales, son utiles y se les maneja en una notation compacta. 
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Definicldn 6 . 


CONJUNTO 

NOT AC ION COMPACTA 

NOMBRE DEL INTERVALO 

NOTACION GRAFICA 

'h 

Ci 

A 

A 

sr 

{a,b) 

abierto 

c 

-) 

{jt : a < x < b} 

M] 

cerrado 

[— 

i 

{x : a < x < b} 

{a,b] 

abierto - cerrado 

(- — — 

] 

V 

H 

VI 

£ 

M) 

cerrado - abierto 

[ — 

) 

: a < x < oo) 

[<*,«>) 

cerrado - Infinite 

[ 

► 

{x ■ a < x < so} 

(a 5 ®) 

abierto - infinito 

( — . — 

► 

{x : -oo < x < b} 

(— oo ? b ) 

infinito-abierto 

4 - - 

) 

{x ; - oo < x < b } 

(~^,b] 

infinito-cerrado 

4— 

] 

{* ; - OO < x < oo) 

(^C t 30) 

La recta real 

4 

> 


Valor absolute de un numero real. 

Definici&n 7. 

El valor absolute cfe un numero real * se define como 

x, si X > 0 
X , si X < 0 

Las siguidntes son algunas propiedades del valor absolute. 
Teorema 1 19 i) | a |> G, ii) | -a |-| a | r ill) \a \ > a 


M- 


iv) | ab | = [ a | |A|, V) 


I b\ 


Si b * 0. 


vi) | a|" = £i- : 6 | a\=J&*. 

vii) | a | < 5 si y s61o si -5 < a< 5 


Teoremai. 20. i) + + \b\ ii) | a-b\<\a\ + ]£[ 

iii) | a - b f > | a | - f b | iv) n a \ - \ b f j < | a-b\ 

,D&fmicion 8. Vecindades. Para un numero real a cualquiera y un real 6 > 0; 

El conjunto do numero s re ales defintdo por Vs<a) = {x ; a - & < x < a + 5} t 
o en forma equivalente v s {a) = {x : -5 < x-a < 5} = {* : fr-a\ < 5} t es llamado un 
conjunto de puntos vecinos o una vecindad de centro a y radio 5 

Esta vecindad es un conjunto abierto de numeros x comprendidos entre a - 6 y 
a + 5 y donde el propio centro a es un punfo de la vecindad. Para consideraruna vecindad 
sin centro hay que indicar que 0 < \x-a\ < 5 6 bien, decirque se trata del intervale 
a-S<x<a + 6, con x =t= a, 
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» 

§ 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

2 

9 

9 

3 

S 

a 

9 

9 

3 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

§ 

9 

1 

9 

I 
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For ejempio la notation 2\ < I, nos indica la vecindad con centra en 2 y radio ] 6 
bien el intervalo abierto - 1 < * - 2 < I 6 I < * < 3 

La notacidn 0 < |*~ 2| < 1, nos indica la misma vecindad pero sin el centra 6 sea , e! 
Intervalo 

1 < x < 3 t con x * 2, 

Como resolver desigualdades. 

Veamos un ejempio de como resolver una desigualdad empleancto estos teoremas. 
Ejemplol Resolver fa desigualdad 3jr < — 

Soiucion. 

Para quilar denominadores, multipliquemos por el numero positive IS ambos lados de la 
desigualdad, con lo que se obtiene; 


3(3* - 2) < 5(4-2*) 

y efectuando operaciones 

9* - 6 < 20-10* 


sumando en ambos lados 10x + 6 se tiene 


19* < 26 

multiplicando, ambos lados por -L- obtenemos 

*< 

19 

lo cual nos indica que la desigualdad se cumple para toda * menor que el numero racionai 
26 
19 ' 

que an la recta numbrica son todos los puntos situados a la izquierda de dicho numero. o 
sea, el intervalo infinite 


Ejempio 2, Resolver la desigualdad de segundo grado x 2 + 2x- 15 > 0. 

Soiucion. En este caso resulta faci! factorizar fa expresibn cuadratica y se obtiene 

(x-3)(* + 5)^ 0 

como el producto es positive 6 igua! a cero, se tiene 



(*-3)>Q s 

(x + 5) 

> 0 

lo cual implica que 


X > 3, X >-5 


x > 

o bien 

(x - 3 ) < 0, 

(x + 5) 

< 0 

lo que implica que 


* < 3, * < -5 


* < -5 


por lo tanto la desigua : dad se verifica si 


x < -5 6 x > 3 

o, en notacidn de conjuntos.el conjunto sofucibn d’sera: 


Leonardo S6enz Baez 


■ 8 


Espeoialidad sn Educacion Matematica, 


£ = (-*>.-5]U[3 t oo) 

Un mbtodo para resolver este tipo de desigualdades consist© en graficar la parabola 

y = jc 2 + 2x - 1 5 



Grafica dey = x l + 2x - 15 

la cual se abre hacia airiba, y corta al eje-j en !os puntos -5 y 3 , resultando tnmedrato 
que las ordenadas y - x 2 + 2x - 1 5 son mayores o iguales a cero para cuando 

x S -5, x > 3 

esto es, la desiguaidad a- 2 +■ lx - 15 > 0, tiene como conjunto de solueiones a 
S = (j p ( ao). 

Ejemplo 3. Demostrar que st a > 0, b > 0 b entonces — ^ ^ > yGI 
Demostracibn. Para el numero real [ja - Jb') se tiene 

{^Ja - >0 

a - 2 Ja Jb + h > 0 

a + b > 2 Jab 

Los niimeros a y ,/iiF,son amaocs. respectivamente, media aritmdtica y media 
geometrica de los numeros a y b. 

Ejemplo 4, Encuentre el conjunto solucidn de fa desigualdad p.- 3 - 4* - 3| < |Zr 2 -x +■ 5| 
Solucibn, Elevando al cuadrado ambos lados se tiene: 
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(x 2 — 4jt +■ 3)5. < (2x 2 -r+ 5)‘ 

(jc 2 - 4x + 3) 2 - (2x 2 -x -f- 5) 2 < 0 
Qx 2 -5r + S}(-x 2 -3r-2) < 0 
(3x 2 - 5 j + SJCjt 2 +3j + 2) > 0 
(jx z -5jr4-g)(jc + 2){jr+ I ) > 0 

Si analizamos lafuncion y ** Qx 1 - 5x + 8)(x + 2)(jt + I), vemosque cruza at eje-x 
unicamente en tos puntos de abscisas -2 y -l y un an^Eisis de signos nos indica que: 
(tenga en cuenta que (3x 2 - 5x + 8) es positiva para toda x). 

+ 4 * 


-2 - -1 

ia curva tiene ordenadas positives 6 iguaies a cero para cuando x e (-go, - 2] u [-l.oo), 
siendo este el conjunto soiucidn de la desigualdad. 



Graflca de y - (3x 2 - 5x + S)(x + 2)(x + I ) 


Conjuntos acotados. 

Deftniadn 9 . 

Un conjuntos de numeros reales se dice que se encuentra acotado por arriba si existe un 
numero real M tal que x < M para toda x e A. El numero M es llamado una cota superior 
del conjunto A El conjunto A se dice que trene una minima cota superior L , si L es una 
cota superior de^ y si, para cualquier otra cota superior A/de A, l < M. 


El campo de los numeros reales con la relation de orden, constituye un campo 
ordenado* Pero ademas es complete, en e! sentido de que cumple con la propiedad de 
Plenitud indicada en el siguiente axioma: 
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1.4 Axioma de Plenitud, 

Si A es un conjunto no vacio de numeros reales acotado par arriba, entonces A tiene 
una minima cota superior. 


Ejercrcios, Grupo 1. 

1 . Demuestre que si a t b, c, d son numeros reales, con b y d * 0, entonces: 

, c_ _ ad + be 
} b d bd 

(f)( 7 ) = T3 




ad 

be 


2. Demuestre cada uno de ios siguientes enunciados para numeros reales arbitrarios a , b 
0 (a | > 0 i/) |a6| - \a [b\ Hi) - \a\ < a < ja| iv) \a < b <=^> b > 0 T - b < a < 6. 

3. Demuestre que, para cualesquiera que sear Ios numeros reales a,b 

fr + b\ < \a\ + \b\ 

4. Demuestre que si a > 0, b > 0 y a 2 < b 2 , entonces a < b. 


5. Demuestre que si ah = 0 T entonces por fo menos uno de Ios dos factores a,o bren h,es 
iguai a cero. 


6, Hallar el valor de x en la expresidn [(Jx) 
es 200. 

Sol. X[ = 10, x 2 = 0.0001 


+ 


'if! 


-ifi 

h sabiendo que el cuarto termino 


7. Encuentre el valor de la suma 100 2 - 99 2 + 98 2 - 97 2 +■ ■ - +■ A 2 - 3 2 + 2 2 - 1 2 

8. Demuestre que el conjunto A = jx : x - T t > oj^es acotado. 

9. Encuentre la vecindad con centre en x = 2 y radio maxima para la cuaf si 
x e Fj(2) entonces 

sinx > 0. 
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CAPITULO 2. 

LAS FUNCIONES REALES. 

2.1 Definrciones y ejemplos. 

En eJ C&lcuEo se manejan los conceptos de If mites, derivadas e Integrates qua se 
aplican a Funciones, siendo por lo tanto este concepts uno de los fundamerstates en esta 
materia. 

En este capitulo daremos una definition de funcibn y haremos una clasificacibn de las 
funciones reales describiendo coma se grafican. 

En mucbas apiicaciones de la matematica al descrifoir un fenbmeno que relaciona 
varias cantidades, normalmente se describe la relation entre ellas mediante una funcidn 
que indica la variacibn de una cantidad respecto de otra u otras, la primera es llamada 
variable dependiente y la otra u otras, variable(s) independiente(s). Veamos algunos 
ejemplos. 

Ejemplo 1. La cantidad N de bacterias en un cultivo depends del tiempo transcurrido, /. Si 
el cultlvo se inicia con 5000 bacterias y la poblaerbn de estas se duplica cada hora. 
entonces, una vez transcurridas ; horas, la cantidad de bacterias sera N = (5000 )2 S . Esta 
expresibn es una regia que nos retaciona t con A T , donde para cada valor dado de r , 
conresponde un determinado valor de jV; decrmos que N es una funcidn de t, y para 
resaitar esta dependencia escnbimos N = N(t) = (5GCO)2' Aqur N es la variable 
dependiente y t es la variable independiente, 

Ejemplo 2. Supongamos que en un instante inicia] t = G,una partlcula se encontraba en 
reposo, y luego (cuando t > 0) bajo !a action de la fuerza de gravedad comenzb a caer. 
Entonces el camino recomido s por dicha particula en et tiempo t se expresard mediante !a 
fdnnula s - jgt l T ( t > 0) 

donde g es la aceleracidn de la gravedad. En este caso las magnitudes relacionadas son 
s y i A cada valor del tiempo t, en virtud de la fey expresada por la formula, correspond e 
un valor determinado de s , cuando varia t (variable independiente), cambia el valor de 
s, (variable dependiente). 

Ejemplo 3. El brea a de un tirculo, depends de su radio r .La regia quereiactona r con A 
esta expresada por la ecuatibn A(r) = nr 2 . Aqut para cada numero positive r, (variable 
independiente), hay un vator asociado de A , variable dependiente. 

Ejemplo 4. La ley de Boyle-Mariotte se expresa por la fbrmuia v = jy, (j> > 0) donde c 

es una constants; /?, la presibn de la cantidad tiada de un gas; v, et voiumen del gas que 
correspode a dicha presibn. Aqui v e$t& en funcibn de p 

Podemos decir que una funcibn es una relation entre dos variables; x By , donde y para 
cada valor asignado a una de ellas, (la variable independiente x),se tiene en 
correspondence un solo valor de la otra variable ( la y o variable dependiente) . Dicha 
relation se indica con el simboFojv = y(x} t que nos dice que \ay es una funcibn de x. 
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Normalmente las cantidades fi sicas, que se manejan en [as aplicaciones, estan dadas 
por numeros reales y la dependencia funcional que describe al fenbmeno es una reiacibn 
entre conjuntos de numeros reales, donde a cada numero real de un conjunto se asoda un 
solo numero real del otro conjunto. 

Definicibn de funcibn real, 

Definicidn 10 , 

Una funcibn real F, entre dos conjuntos y B de numeros reales, es una manera de 
asodar a cada elemento x e A, un solo elemento y = F( x) eg A la variable x se le llama 
argumento de !a funcibn F, o variable independ rente, y la variable y, se llama variable 
depend I ente 6 imbgen de x bajo F. 

Notacibn. 

Para indicar que la funcibn F se encuentra definida del conjunto A al conjunto B , se 
escribe F : A — ► B . Al conjunto A , se le llama Dominio de la funcibn y al conjunto 
Codominio. A la imbgen y ~ F{x), se le llama valor de la funcibn en x b relacion 
funcional. El conjunto de valores F(x), fomrian un subconjunto detf, llamado el Rango de la 
funcibn. 


3 

» 

© 

3 

9 

• 

9 

3 

3 

9 

3 

3 

3 


A 


B 



Rango 


La funcibn como un conjunto de parejas ordenadas. 

En una funcibn F : A -* B , a cada elemento de x <= A se asigna un solo elemento de 
= F(x) e B 

obteniendo con ello un conjunto de parejas ordenadas (x,y) f tales que y = F(x), los cuales 
definen a la funcibn. Con lo anterior podemos tambien definir a una funcibn 
F : A como e! conjunto 

F - {foiO : * e A t y e B t y = F(x}} 

Esto es, una funcibn F : A — ► B ,es un subconjunto del producto cartesiano AxB, o un 
conjunto de parejas ordenadas (x,y) con tales que la primera componente 

nunca se repite (ya que a cada elemento de A le coiresponde solamente un elemento de 
B ), El dominio de F t es el conjunto de todas las primeras componentes de los pares que 
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forman la funcibn y el codominio el conjunto de todays las segundas compon antes. 

En un dlagrama de A * la grafica de fa funcibn / f serci. o estarb integrada por, la 
grbflca de cad a uno de los puntos (x,y) que forman fa funcibn. 

Una funcibn del tlpo F A R, donde A c R y R es el conjunto de numeros reales, es 
flamada una funcibn real de una variable real, y su grafica es la grafica de los puntos (x T y) 
en el piano Cartesiano R x R r donde x son las abscisas, y y las ordenadas 
correspondientes. 

De manera compacta denotaremos a la funcibn F = {(x,y) : y = F(x)}, unicamente con 
su vafor funtionaly = F(x) 5 que normalmente es una ecuacibn, y sobreentendlendo que su 
dominie son todos aqueJIos numeros reafes x para los cualesy = F{x) es un numero real 
bien definido. 

Veamos algunos ejemplos de funciones reales y sus graficas. 

Ejemplo 1. La expresibny = FU) - 5x + 3, nos indica una funcibn real con dominio y rango 
igual a todos Jos numeros reafes y cuya grafica es una linea recta de pendiente 5 y 
ordenada al ortgen 3, 



4 

/ 

/ 

{ 

j 


-4 

.1 / 0 
/, 

/ J 

*1 

X 

J 


Grafica de v = 5x + 3 


Ejemplo 2. La funcibn y = x 2 - I h es una funcibn real cuyo dominio son todos los reales, ya 
que para cualquter x esta bien definida lay, siendo su grafica una parabola vertical que se 
abre Jiacia arriba y que corta al eje-x, en los puntos -i y i.Su rango es eJ conjunto de 
ordenadas que Integra n la funcibn y, que en este caso, es el conjunto 'Rg(P') - {y : y > - 1 } 
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Ejemplo 3. La funcidn real y = Jx + 1 , tiene como dominio a todos los reales para !o$ 
cuales jc + l > 0, esto es, para cuando x > -] , ya que en caso contrario se tendria que 
y = Jx * l as un numero complejo, la grafica es Ja mitad superior de la parabola horizontal 
que se indica en fa figure. 



Grafica y = ,/x + \ 


Para determinar graficamente el dominio de una funcidn real podemos emplear el 
criterio ae la Iinea vertscal que consist© en traza r una iinea vertical por un punto x en el 
eje-x, si esta Tinea corta por lo menos a un punto de la grafica, entonces, y solo entonces, 
x pertenecerd a] dominio de la funcidn. 

Si en la grafica anterior se traza una Iinea vertical por -2 y esta no corta r£ a n in gun 
punto de la grafica y por lo tanto -2 no pertenece al dominio, en cambio si se traza una 
Iinea vertical por cualquier punto mayor o igual que - l T esta cortar£ por lo menos a un 
punto de la grafica , siendo por lo tanto su dominio. el intervale H.«) 

2.2 Clasifrcacron de funciones reafes. 

Las funciones reaies que se manejan en el Calcufo forman un conjunto denominado 
"Conjunto de Funciones Elementales". Dicho conjunto esta integrado por los sigulentes 
tipos de funciones. 

a) Funciones polinomial&s, 

Una funcidn real de la forma y = a„x H + a rj _ix r,_t + ■ +ujx -ran, con a n * 0, donde ^es 
un entero no negative, a tf i- 0, l, son numeros reales, es flamada funcidn polinomial 
de grado n Su dominio son todos los numeros reales. Oasos particulars de estas 
funciones son: 

• La funcidn constants y = k, donde k es una constants, cuya grafica es una recta 
paraleia el eje-x^ situada a una distancia A del mrsmo. 

• La funcidn identldad y = x, cuya grafica es una recta que corta al primer y tercer 
cuadrante por fa mitad. 

• La funcidn cuadr£tica y = ax 2 + bx*-c T d polinomial de segundo grado, cuya grafica 
es una parabola vertical que se abre hacia arriba si a > 0, y hacia abajo s \a < 0, 
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to) A/flc/ones rac/ona/es 

Una funcibn de la forma y = = f' 1 * ^ ^ a ' x ~ l [ : , donde I\(x) y O m {x) son 

Q m (jc) A nf x m + ■ -- +- A t x + A n 

funciones polinomiales es llamada una funabn rational. El dominio son todos los numeros 
reales j tales que Q m {*) t 0, esto es, todos los reales excepto aquelJos que hagan cera at 
polinomio del denominador. 

Afgunos ejemplos de functones rationales senan: 

• y - -L, definida para toda x * 0, o sea que, su dominio son todos los reales 
drferenles de cero. 


* 


y = ^ ~ ^ , cuyo dominio son todas fas x tales que x * 

y = 1 cuyo dominio es x e (-oc,-l) U f— 1, 1-) U (L«0. o simplemente, todas las 

jc * -]J 


Las gr&frcas de estas funcrones se verian asl; _ 


4 

1 

, L 


i 

f 

10 

3 

'4 

■> 

— 4 ^ 0 

2 4 


-6 -4 -2 






!-2 * 

v> 



/ 


V 



/ 

-4 



/ ' 

* 

- 


1 


l 



/ 

-H 


Gr&ftca de y - Graf tea de y = 


i H 

j : 

1 

1 

-5 -4 -j! -2 -I 0 

1 

: 3 4 ; 


\ 


1 J l 

i 



Grafica de> = 

v* - 


» 
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c) Funciones Aigebraicas 

Una funcidn y =_/(*} que satisfaga una relation algebraica de la forma 


9 
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P„Wy" + /V) Cr).^ 1 + P„- 2 (x)y"- 2 + ■■■+/', W>' + nw - 0 

donde P r (i), i = 0, 1 n, son polinomios arbitrarios en la variable x. es llamada una 

funcidn algebraica. 


Algunos ejemplos de funciones algebraicas son los siguientes 
y - Jx , es algebraica ya que esta funcibn satpsface la relacion, y % -x = 0, que es 
de la forma (A). El dominio son todas las x tales que x > 0. 

Toda funcibn racional y = ( y ^ , es algebraica, ya que satisface una relacibn del 

tipo = 0, que es de la forma (A), 


d) Fu notaries trascendentes 

Una gran vanedad de funciones que no son algebraicas son las llamadas 
trascendentes, entre las cu ales podemos mendonar las: 

• Funciones trigonometricas y sus inversas: 

Funcibn Trigonombtrica Funcion Trigonombtrica inversa 


y =■ $m* 

y = 

aicsinx 

y - cos* 

y = 

arc cos * 

y = tan* 

y = 

arc tan* 

y - cot x 

y = 

arccot* 

y “ sec* 

y = 

arcsec x 

y = esc* 

y - 

arc esc* 


• La funcibn iogaritmica y su inverse la exponential. 

y = log.,* ; y = or x ; donde a es un numero real mayor que cero y diferente de la 
unrdad. 

cuando a - 2. 718 2S t 828) , base de logaritmos naturales, se tiene 

y = fox ; y = C J 

y cuando a = to, base de logaritmos vulgares, se tiene 
y = log* ; y - 10 * 

• Las funciones hiperbolicas y sus inversas, 

En terminos de exponenciales se pueden definir las funciones 


(A) 
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Funcion hiperbolica Funcidn hiperbblica inversa 

y = smhx = e ~ g — ; > = sinh _1 jc = ln(x + Jjc 2 +■ 1 ); - x < 

y = c05hJ = ^ + 2 ^ J ■ • " 

_y - tanh* = sm ^' r = 

men r 


r < oc 


coshjf + * 

= cothi = s&tos- = «;*«•; 
smh j er - e 

y = sec/?* = - ~ _ L 

y = esc fix = 


e* - e"* 

2.3 Operaciones con funciones. 


v = cosh [ x - 1n{jf +■ fx 2 - 1 ); x 

> I 

y - tanh 'x = 4 In 

- ! 

< jr < I 

y = coth" 1 x = — in 


1 i) x < -1 

y “ sec/i l x = ini 

* Ji 2 1 . 

J; 0 < x < 

y - cscfi H x = inf 

^ * v f + 1 , 

}; 


Si F(x) y G(x) son dos funciones y c? es un numero real, se definen las operacrones: 

Defintcidn 1 1 , 

Suma: {F + G)(x) = F(x) + G(x) 

Resta: (F— G)(x) = F(x) -G(x) 

Producto: (FG)(x) = F(x)G(x) 

Cociente: Y(x) - -5—, con G(x) * o 

Escalar por funcion: = aF(x). 

Composicibn de funciones: (G *F}(x) = G(F(x)) 

Definicion 12 Funciones pares , impares y periddicas. 

* Una funcion fix) es Hamad a par si _/(-*) = fx). (Simetria con el eje-y) 

m Una funcion J(x ) es llamada impar si f-x) = -fix), (Simetria con respecto at 
origen), 

• Una funcibn J{x) es llamada peribdica de periodo p, si ftx+p) = fix) 

Ejemplos y ejerdcios. 

1. La funcibn y = smx es impar ya que sin(-v) ~ sirix,en cambio y - cos t es par. puesto 
que cos(-jc) = cosx. 

2. Indique si las siguientes funciones son pares 6 impares: 

a) >' = 1 -■ b) y - C) V = ln«> 

3. Demuestre que la funcion y = oos : x, es par y peribdica., con periodo n 

En fa sigiriente tabla se dan ejempfos de algunas funciones, indicando ef nombre 
gen^rico y su dominio. 


Leonardo Saenz Baez 


18 


Especial idad en Education Matematica , 


ft 


ft 

FUNCION 

NOM8RE 

DOMINIO 

ft 

y - 5x 3 — lx 2 -i- 3 

Funcion pofinomial 

(-oo ? so) 

ft 

— 1 

v = — 

x - ] 

Funcion raciona! 

toda x * 1 

» 

y = oos3x 

Funcidn trigonometrica 

(— 0O 3 OC) 

% 

y - Inx 

Funcidn logan'tmica 

(0,co) 

■W 

ft 

y = e x 

Fund 6 n exponencial 


li 

1 

V 

1 

u* 

H 

t-i 

Funcion aigebraica 

[- 4 . 4 ] 

ft 

y = In(sinhx) 

Funcion compuesta 

(0,oo) 

ft 

r _ sinx 

" X 

Producto de una racional con una trigonometrica 

toda x * o 


ft 


ft 

ft 

} 



ft . 


ft 


§ 

ft 

% 

% 

% 

ft 

» 


Ejercicros. Grupo 2„ 

1. Un recipient© de gas, tiene la forma de an cilindro de largo 1.2 m, coronado en sus 
extremes por semiesferas de radio r, exprese el volumen del reel p rente en funcidn del 
radio r. 

2 De un pedazo de carton rectangular se cortan, en cada ana de sus esquinas, cuadrados 
de fade x, despues dobfando fas orillas se forma una caja sin tapa de cierto volumen V. 
Exprese el volumen de la caja en tOrminos de fa variable x. 


3. Grafiqup las siguientes funciones e indique su dominio. 

a) y = - Vi 3 +2 

b) y = ln(x z - I) 

c) y = — sinx 


4 Dadas las funciones f{x) = x 1 - 2, y g(x) = x - lx 1 , encuentre el vador funcional de: 
a) (/+£)«, b) (/■-?)(*). C)(1)(I), d) <jg)(x), e)(-j-gXx), f)if*g)(x), g)fe°V)(i) 

5. Encuentre J[\ + b)-J { l - b) si j[x) = x* -2x 2 + 1. 

6. Encuentre /(x) si fix -2) = r * -i 

7. Demuestre que la funcion y = cos : x, es par y periodica, con periodo k. 


8. Demuestre que si la funcion y =_/[*) periodica, con periodo T\ entonces fa funciOn 
y =J[ax + b) t a * 0, es periOdfca con periodo ^ 


9. ^Son o no son iguales las dos siguientes funciones?. 
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fix) = x 2 ~ \n(x 2 \ g(x) - x 2 - 2In(i) 

10. Demuestre que la siguiedte funcidn as impar: y = En(jr+ J] + x 1 ) 

1 1 . Encuentre el dominio de las funeiones: 

3) fix) “ Jl - x 2 + A 2 - I 


b)/» = 


13. Bosqueje la grafica de la funcidn y = pc 3 -4| -|x 2 -9[ , e indique su dominio. 


14. 4 Para que ntimeros a, b , e, y Jia funcidn 


AO = 


ax + d 1 

cx + b 


satisface - * para toda *? 


15. Supdngase que // es una funcadn tal que {H * //)(>/) = ^(//(v)) 
Determine el valor de 

(H ° H o “ j o H)(y J 
s , — . ^ 

SO vetes 


= y 


16. Demuestre que el producto de dos funeiones pares es una funcidn par , que et 
producto de una impar con una par es una funcidn impar y que el producto de dos 
es una funcidn par. 


im pares 


20 . 
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CAPITULO 3 
3.1. Limites. 


La escencia del calculo es el concepto de fimite: en el calculo diferencrai e! concepto mas 
impartante es el de la derivada, la cual es u n llmite, en e! cblculo integral, la integral 
definida es tampion un limite,y con la ayuda de estos conceptos se pueden abordar 
distintos problemas como: ecuaciones de la tangente, valores mbximos y minimos de una 
funcibn, areas, volumenes, longitudes de arco, areas de superficie, etc. , etc. 

En el estudio de una funcibn y -Jlx), resulta que es importante saber el valor quo 
adquiere fa funcibn en un determinado punto x 0 de su dominio, esto es ; e! valor pero 
en ocasiones resuita mbs importante saber hacia que valor se aproxima cuando los 
argumentos x se estan aproxrmando a un determinado valor x 0 , el cual puede, o no, 
pertenecer al dominio de la funcibn. EJ valor L, hacsa el cual se estan aproximando las 
ordenadas yfr). en una funcibn real, cuando sus argumentos o abscisas x se aproximan a 
un determinado punto * 0 , se le llama "Ifmite de/x); cuando x se aproxima al valor xo”, y se 
den ota escribiendo Hm tlx) = L 

X a X Q 

Per ejemplo, en la funcibn y -J{x) = cuyo dominio son todas las x * I, es fbcil 

determinar el valor hacia e! cual se aproximan las ordenadas J[x), cuando las abscisas 
x se aproximan a un punto x 0 * 1. Por ejemplo, cuando a se aproximd a cero. tan to por la 
izquierda como por la derecha. vemos que las ordenadas correspondientes se aproximan 
al numero l ± llmite que $e puede cafcular simplemente sustltuyendo x = 0 en la expresibn 

del valor funcional_/(0) = j - 1 ■ = I. Pero, para c Jcularel : Umite. cuando x se aproxima al 

numero l s no podemos hacer la sustitucibn directa, ya que^O) = -jf - da una forma 
indetermmada y J{\) no existe, pues t no pertenece at dominio de la funcibn. No obstante 
en la grafica observamos que cuando x tiende al numero 1, las ordenadas 
correspondientes se aproximan at numero 3 en el eje-vertical, lo cual nos indica que 
lim v ' ^ 1 = 3. (ver la grafica de abajo). 


9 

9 
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Grafica de y - cuanbox ■+ l;y ^ 3 

- j— ] ^ 


Para poder calcular este limite de manera algebrafca, se tiene qua hacer una 
"factorizacidn 7 ' da [a functon y eliminar el t£rmino que causa la indeterminacion, como se 
rndfca a continuation; 

lim } ~ lim — — * ! U . X ' ^ - lim(x 2 + x + 1 ) = ] 2 + 1 + 1 - 3 (A1) 

despuGs, coma se puede ver, el ffm-ts se caicula en la flincion resultant© (x 2 + x + 1 ), la 
cual tiene la parti cufaiidad de sar la mrsma funcibn {tiene fos mismos valores) que la 
anterior excepto en x = l , el punto (1 „ 3 ) si pertenece a la curva y - x 3 + x + 1 , pero no 

pertenece a Ea curva y = - — — . siendo asta el unico punto donde difieren sus valores de 

manera que cuando x se aproxima al numero 1, tanto por fa izquierda como per la 
derecha, fos valores que se van obteniendo son Jos mismos en ambas funciones , esto es f 
se estarbn aproximando ambas af numero 3, dicho de otra manera, ambas funciones 
tienen ef mismo limits 3, cuando x se aproxima al numero 1, De ahi que el procedimiento 
apficado en (Al) resulta correcto. 


Ejemplo. Procedlendo de manera an^foga cafcular ef limite 

indeterminado iim F = 

*-2 x 2 - x - 2 0 


Solution: 


lim 


x 2 -4 

X 1 -X -2 


*-2 (x - 2)(x +■ 1 ) 


fim 

^-2 


(x + 2) 
(X-H i) 


1 

3 


En el concepto de limite fo importante es darse cuenta hacia donde se estan 
aproximando los valores fix) de fa funcion* cuando sus argumenfos x se aproxsman a un 
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determinado numero x D . Si el valor af cual se aproximan fas ordenadas _/(x} es L, entances, 
el II mite, se escribe de manera compacta: 


Intuitivamente este sfmbolo nos indica que cuandox se aproxrma a x 0 , las ordenadas 
correspondientes/x) se aproximaran, cada vez mas, al numero I T entre mas cerca nos 
enconiremos de x Qy en el eje-x t m£s cerca se encontrardn las ordenadas J(x) del numero 
L en el eje-j. 

Veamos en un ejempfo concreto lo que esto signifies y de paso veamos de que manera 
se puede manejar la idea de proximidad impllcita en la definicibn de limits. 


Consideremos nuevamente a la funcibn 



y pongamos en una table, valores cada vez mbs prbximos al numero 1, tan to 
aproximandonos por la derecha ( x -* K) p como per la izquierda (x - l~) y, al mismo 
tiempo indiquemos ios valores correspond! antes que va to nando fa funciba 


x - r 

„ - - 1 

X- 1 

X -► I 

x 3 — ] 

2 

7 

0 

1 

L5 

475 

0 5 

1.75 

U 

3,31 

0.9 

2.71 

1 01 

3.0301 

0 99 

2.9701 

L001 

3.003001 

0.999 

2.997001 

1.0001 

3.00030001 

0.9999 

2.9997Q0O1 

1 0000 

3.0000300001 

' 

0.99999 

2.9999700001 

1. 000001 

3.000003000001 

0.999999 

2.999997000001 

: 1.0000001 

3.00000030000001 

0 9999999 

2,99999970000001 

- ! 


La tabla anterior la podemos reescribir de la manera sJguiente 
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cuando a < x < b 

entonces c <y < d 

0 < r < 2 

] < y < 7 

0.5 < x < 1.5 

1.75 <> < 4.75 

0.9 < r < M 

2.71 <>-<331 

0.99 <x < 1 01 

2.9701 <y< 3.0301 

0,999 < x < 1 . 001 

2.997001 <y < 3.003001 

0.9999 < x < 1.0001 

2.99970001 < y < 3 00030001 

0,99999 < x < 1 .00001 

2.9999700001 < y < 3.0000300001 

0 999999 < x < 1.000001 

2.999997000001 <y < 3.000003000001 

0 9999999 < x < 1.0000001 

2.99999970000001 <y< 3 0000003 0000001 


empleando Ea notacibn de vecindades con valores absolutes se puede escribir 


V 

1 

JS. 

(f> 

Entonces \y-3 <c 

l*“1l< 1 

y-3 : < 4 

o 

V 

|y- J| < 175 

pc - 1 S c 0 I 

[y — 3 1 < 0.31 

[x — 1 1 < 0.01 

[V - 3| < 0.0301 

\x- 1[ < 0.001 

[y — 3 1 < 0.003001 

\x-l \ < 0 0001 

ly- 3| < 0.00030001 

[x — 1 1 < 000001 

!>' — 3 1 < 0.0000300001 

|r - 1| <.0.000001 

]y- 3| < 0.000003000001 

\x- 1| < 0.0000001 

]y- 3| < 0.00000030000001 

|x — 1 1 < 0. 0000000 1 

ly — 3| < 0.0000000300000001 


Con eslas expresiones, m&s o menos, results comedo observar que para un numero 
dado, e > o, por pequefio que este sea : digamos £ - 0.0000300001, es posible encontrar 
un numero 5 > 0 (en este caso 5 = 0.00001, (o un numero positive mehor) , tal que 

|r - 1 1 < 3 => [v - 3 i <£ 

Para recalcar ef hecho de que x se aproxima, sjn necesidad de ser igual, a I, se 
puede r en la notacibn de vecindades, escribir 0 < \x - l| < 5 

Entonces decir que 3 es el limits de la funcionj? - ^ — cuando x se aproxima, por la 

dereeba e izquierda, a! numero 1, es equivalents a afirmar que: Para cualquierc > o dado, 
por pequebo que este sea, existe al menos un numero £(c) > 0 tal que 

0 < |x ~ 1 1 < 8 => ]y - 3 J < £ 

donde 6(e) nos indica que el numero S depende o'estb en funcibn de e 

Generalizando el concepto y empleando Eos cuantificadores logicos; v “Para todo” y 
3 * Existe*, podemos compactar ! a idea deciendo: 
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Definicidn 13. 

= L <=> V k > 0, 3 5(e) > 0 tal que 0 < [x ~ ro| < 5 =x> }/[*) - L\ < £ 

Esta es la II a mad a definition "c - 5 ,f del I i mite de una funcidn dada por Augustin- Louis 
Cauchy (1739-1857), matem^tico Frances, uno de los que dieron rigor al cdlculo. 

Limites laterales. 

Al considerar el llmite de una funcidn, cuando su argument© r se aproxima a un 
determinado punto a, la aproximatidn a dicho punto se puede realizar ya sea por la 
izquierda (x -* a-) 6 por la derecha (j ^ a*) y podemos distinguir los dos tipos de limites, 
que llamaremos laterales y que se definen como: 

Definicidn 13 bis. 

Llmite por la derecha 

“ Li » Vo > 0, 35(e) > 0 tal que 'a < x < a +S, => j/fr) -Li \ < e 
Li mite por la izquierda 

= L z qV£ > 0 , 35(e) > 0 tal que a - 3 < x < a, ^\f[x)-L 2 \<z 


Estos limites pueden existir o no , y si extsten pueden ser rguales o diferentes; si algunc 
de ellos no existe o si existen ambos y son diferentes entonces decimos que el llmite de la 
funcidn/fr), cuando x a, no exists. 

El llmite de Ja funcidn /*) exists, cuando x — a, si y solo si existen ambos limites 
laterales y estos son iguales. 

Teoremas sobre limites: 


Teorema 3 L 

• lim^ = K, donde K es la funtidn constante K(x) = K 

* Iim(x) - x D> donde (x) es la funtidn iddntica > = x 

A-*X$ 

* hm[/(.x) ±g(x)] = lim j{x) ± lim g{x) 

• hm[j{x)g(x) ] = lim/fjr) Jim g{x) 

A n jl— i-Iq A -*JEi3 


como caso particular se tiene 

lim KJ{x) = ATlim/fr), donde^T esuna constante. 


* lim 

jp-yf(i 


" fa) ~ 
_ gi x ) . 


lt5isW’ 


Si lim g(x) 3= 0 


* - L - limg{x) y si fix) < h(x) < g(x), entonces iimh{x) = L (Teorema del 
Sandwich) 

• Si A es una constante positive y diferente de uno y $i_/(x) tiene llmite, entonces 
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3 im A ■&* } = A 

Jf-tTo 

Veamos aEgunos ejercicics, donde se apliquerrestos teoremas. 

Ejercicio 1. Calcular lim(x 2 ) 

Sofuci6n.lim(j : ) — hm{.\ x) — limi. timj - (2)(2) - 2 2 

jt-*2 Jt-2 jo* 2 jf-2 

De manera similar hmO fl ) - a n 

jt—'ct 

Ejercicio 2. Calcular el Jimite cuando x (-1) de! polinomio />(*) = 3x 7 ' - 2x 2 + 7 

Solucton: 

lim (3x* - 2x 2 + x - 7) = Um 3x 2 - lttn lx 1 + lim r - lim 7 


= 3(-l) 3 - 2(-l) 3 + (-1) -7 = p(-l) = -13 
En general para un polinomio cualqutera P(x), se tiene 

jim/ J (x) = PC^o) 

Ejercicio 3. Calcular el limits de la funcidn racional R(x) = 

Solucibn: 


x 2 - 4x + 3 

x 2 + 4x - 5 


cuando x 


lim ~z 

r 2 + 4x - S 


4i + 3 _ 2 3 - 4(2) -i-3 _ _ 


2 3 + 4(2) - 5 


Ejercicio 4, Calcular lim - 


- 4x + 3 
V jr 2 + 4x - 5 


Solution; Ai apficar fos teoremas se tiene hm^ 


^ v . '* l - 1 - ! . — — - 0. que es una 
+ 4r -5 1 2 4-4(1) - 5 G H 


forma indeterminada, en estos casos, para evitar la indeterminacy se factoriza el t£rmino 
(x- l ) en ef numeradory denominador de la expresron obteniendose 

~i (*-!)(* + 5) 


Ejercicio 5. Calcular el limits lim X Z ~ } 

J x* - 1 

En efecto, por ser un jimite rndeterminado, factorrzamos para obtener 

hm x*-l (x-IX*- 1 +jc™- 2 + ^-+x-r]) _ (x m ‘ l +x m - 1 + --+x+]) _ m 

™ jc fl - l S5 1 (x- I )(jr fl " 1 + + - + JC + 1 )' ™ (**■' + **-* - - +* + I ) n 

3,2. Algunos limites interesa rites. 


a) 


El finite 


lim 

.1-1} 


</t + /=*« -1 

X 


(donde /V(x) - +■ ■■■ + 0 ***) 


Solucibn: Observemos que P- k {x) = a^ + a-jx 2 + ■ ■ polinomio de grade A- sin termino 

ind spend rente, tiende a cero cuando x -> 0. 
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de manera que Irm— — = es una forma indeterminada. 

x^O x . o . 


Para quitar la indeterm inacibn, emplearemos la factoiizacion 


x n - I = (x - I + x^ 2 + ■ ” + x +■ 1 ) a (jr - 1 ) = 


x n - i 


(x^ 1 + x w + ■** + X+ 1) 


poniendo x = + P k (x) , se tendria 


?M 7 pm > - 1 * 


PM 


(l + /**«)■ +(i +PM)" +- + (l+/' t (j:))' + l 

teni£ndose en e! denomtnador n -sumandos, cada uno de los cuales se aproxima a 
\ , cuando x ^ 0 (pues recuerde que en este caso Pt(x) -* 0) 


de manera que al dividir par x ambos mrembros tenemos 


{/! TPM - I 


£>\ +a2X+ ±Gi,X 


Jt-I 


(l i +■" + (i +/>*<*))* + 1 


al tomar limite cuando x -* 0 f se tendria 

fl + PM) - 1 


!im 

i.’— ij 


a i 


1 + 1 + ■*- + l 


fli, 

/i 


o sea 


Um 


{TTPM) - i 


_ Ol 


3, EI resultado del limite es iguaJ ai coeficiente de !a variable de primer grado del 
polinomio Ihix), dividtdo entre el indice del radical'". 


Ejemplo. Encuentre el valor del limite lim 


Vi +5x-5x : - Ji +5x + ix z 
yi ±x-ix 2 - 1 


(tfl +3x-5x 2 -l) - (/TkSxTJF- i) 


Solucion. El limite Eo podemos escribir lim 

** . $f+x-7x 2 -} 

ahora, dividiendo numerador y denominador por x T se tiene 

($’] +3i-5j : - l) [Vl +5i + 3* ! - l) 

iim £ — — 

v — 0 


'Jl ±x~7x 2 - 1 


y de acuerdo al resultado del ejercicio anterior se tendra 
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.. l/\ + 3x~5r 2 - 7l + 5x + 3r i 

hm — — 

4-0 tfl + j-'7jr z - 1 



H 


Z 


b) El II mite lim = 1 

' x-kO x 

De la graftca de la funcion v ~J{x) = resuEta evidente que^ -■ i cuando 
x -* 0, esto es -* o cuando * se aproxima a cero por la derecfta y por ta izquierda 

[ l 



En una tabla de valores de esta funcion, tambien se apreda como — -+ 1 cuando 
x ^ 0 

Por ser una funcion par, simetrica respecto del eje->', unicamente tomaremos valores a la 
derecha del origan cada vez m£s prdximos a cero. 



If s:n X 

j\ x i r ~z~ 

1 

J[\) = 84 1 470 984 S 

0 5 

_f[ 0.5) ^ .9588510772 

0 1 

/0.1) = .998 334 166 5 

001 

/tO.Ol) = . 999 983 333 4 

0.001 

0.001)= 999999 833 3 


Veamos este II mite con otra argumentacion geometrica en Ea siguiente gr£fica de la 
circunferencia unitaria 
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En la gr^fica de arriba se ha puesto el arco 9 en posician normal, la linea que 
represents a la funcion sine y la linea para tan#; de la grafica, podemos observar que se 
cumple (a desigualdad 

sin^ < 9 < tan/?; para 0 < $ < k 

de la cual, al dividirla por sine, se obtiene 

I < < && , 6 

sine sine 

1 < <-X_ 

sin 9 cos 9 

y de acuerdo al teorema del Sandwich, cuando 6 -* o, se tendra que como 

lim 1 = 1— lim — L 
<5-0 0-0 COS P 


entonces 


de manera que 


9 


lim • 
p-o sine 


= i 


lim 


sine 


o-o e 


= Eim 


M *T- ^ 


-J--1 


lim 


sine 


0-o 9 


= 1 


Con este resultado se pueden demostrar otros limites triganojnetricos, como los 
siguientes. 


Ejemplo 1. Demuestre que lim cos %~ ] = o 

0-0 & 
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En efecto sea 


iim 

C-0 


cos 9 - 1 _ 


8 


i im 1 cos 9 - 1 

tf-o 6 1 cos$ + 1 


= [ mi cos 9 I _ _| 

0-0 8 ( cq $0 1 ) ri-o 


= -|j m s me sir 6) , _ , n f 0 \ _ 0 

S3 0 (cos 0+1) ? Lttt i " 0 


Ejemplo 2. Demuestre que lim 5mg - £ - -9L 

‘ •f— 0 sinpjr p 


Solution: 


lim 


Sincrx 


= lim 


jt-o S1J1/3JC jp*» 


- Iim 


jr-0 ^V.n,|j.T 

Ac 


lim 

flu-C? 

Pn-o A* 


a lim ^ 
a*-o ^ 

,;3 lim — -■ 

jU-0 A-r 


Ejemplo 3, Demuestre que lim Taf *, gJf = n 


JT-0 


Solucion: 

lim 

i— o 


tanorjc 


lim 

ftj-0 


jLtan ax 

ax 


■>i n fiA 

-Ss^-SsWUJjf 


Ejemplo 4, Demostrar que lim tarigJ = iL 

t-o tan pr /j 


En efecto . 

Ejemplo 5. Demostrar que 
En efecto sea 


, ] jrV[ Ian as 

Esnti-i 1 3 3TE . 

lim r - :i : r - lim J .. ^ = a 

je-o tanpjr x -o Lmi m* i [m taj> A y /J 

* j-O * 


Iim 

■i-O 


arcs m* 


= 1 


z — arcs] n r 
jc = stnz 

cuando * 0 P z -> 0, de manera que 

Hm = lim 4— = lim 4- = 4- = l 


j— c 


.--o sin a _-o "si 


i 

5 


» 


c) Otros limites importantes o notables son los sigurentes: 


sm^ 

8(cos8 + 1 ) 


g(l) _ JL 

m P 


= 0(1)(1 ) = Of 
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i- . Pflfjf) |- tf-X 71 + *■* + *2rX + tfr* ,■ PotinOrniO efU: de EF^do " 

Um J \ \ = lim - r ' ■ ■ ■• : - -I- = um- 

Qm{x) O m X + + h]X + />g Po4inomio en J (te EFadq ^ 


0, Si a < m 


I 


® T Si n > m 

— - T Si n - n) 
n m 


hm(^l + T = e = lim(I + z) ^ 


(e s= 2. 71 8 281 828) 


• lim 

J£-fO 


ln(l + x) 


- 1; lim a ^ = In a; 


, (1 +x) m - 1 

lim — i = m 


Ejemplo 1. Hallar el llmite Um x3 , - + — - ■ 

4x 2 + 3x 2 + lx + 1 

Solution: 

Como es un cociente de polinomios del mismo grade y la variable tiende a infinite, 
entonces el resultado es el coeficiente dex 3 del numerador entre el coeficiente de x 3 en el 
denomination, o sea y 


lim 

x-t 


x 2 + Zx 2 + 3x + 4 

4x J + 3x 2 + 2x + l 



Ejemplo 2 . Demuestre que hm [ — •’ Y ; j = 


Solucidn: Para la funcidn racional al efectuar la division so tiene 

r-Sx+J . _ j + St - _3_ — y e | tj m it e se n U ede escribir 

x 2 -3x + J x 3 -3x-s-7 



+ 5x + 4 

-3x + 7 





8x - 3 

x 3 - 3x + 7 


) 


Jt 


“ lim 

JT-^oe 



£x -'3 

x 3 — 3x - 7 J 


x 2 - 3x- 7 

Sx -3 


r 3. i - ^ ■ 
x 2 - 3x + 7 


lim(] +x) ' 



t: ft»- * ; 

r* 


= e 




en e! ultimo paso se ftizo — •' _ = z y se empleo el llmite notable Iim(l 4- z = e 

En particular, se empleo fa itientitiad, 

>■ - A(x)* x) - = gA*)bL*W 

y propiedades de la funcidn logaritmica, para obtener el llmite 

lim y = }mA{x)M = = h m ^A(x) Um ^ x) . 

jC "~ *iCJ j!^f3 

3.3 Continuidad y discontinuidad. 

Intuitivamente una funcidn es continua si su grdfica no se corta , no le faltan puntos o 
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bien no tiene algun valor infinite (una asintota vertical). Emplearemos el concepto de lEmite 
para definir la continuidad. 

Defmictdn 14 

Una funcion/jc) se dice que es continua en un punto a de su dominio si Um/x) =J{a). 
o en forma equivalente, si ponemos a -x = h, si lim/(a + h ) =J[a). 

Una funcibn que no es continua se ilama discontinue. 

Una funcibn es continua en un intervalo abierto (a t h) si esta es continua en todos los 
puntos dei intervalo. 

Una funcibn^x) es continua en un cerrado [a, 6] si esta es continua en cada punto interior 
y si hm/x) =/aX ^ fix) =A*>)- 

JW .*-+& 

De entrada una funcibn tiene que ser discontinua en todos los puntos que no sean de 
su dominio. 

y si la funcion esta bien definida en a pero su valoryfa) no coincide, por aiguna razbn, con 
el ifmrte de la funcibn cuando x a , tambien se tendrb una discontinuidad en dicrio punto. 

De hecho, fa definition implies que/U) es continua en x = a, si: 

• j{a) esta bien definfda (que es equivalents a decir que a petienece a su dominio) 

• El limite exista. (Que sea un numero finite y que los Jimites fateraies existan 

y sean tguales) 

• Que se db la igualdad lim/fr) =j[a). 

Reafmente fa ultima de estas condiciones rmpltca las dos antenores. 

Tlpos de discontinuidad. 

• Removibfe. Si en una funcion, existen los limites fateraies cuando x ^ a y si estos 
son iguafes, pero /a) no tiene el mismo valor b no esta definida. como en la funcion 
Ax) = entonces se dice que la funcion tiene una discontinuidad removable 6 
evitable en x - a. Ya que la discontinuidad se puede evitarredefiniendo 
nuevamente a la funcion a I poneryfa) = lim/tx). 

• De sal to. Si en una funcibn ambos limites Eaterales existen en x =-a t pero no son 
iguaies, entonces se dice que la funcibn tiene una discontinuidad de saito o de 
brinco en dicho punto. Por ejempfo la funcibn definida por 

-y _ f -X, Si X ^ 0 

X*) = < , , 

L x 2 + 1 1 SI x > 0 

tiene una discontinuidad de saito en x = 0. 


• Infinita. Si en una funcibn por fo menos afguno de los -limites laterales se hace 
infinito en x = a, entonces la funcibn tiene una discontinuidad infinita en dicrio 
punto. Por ejemplo. las fund ones A x ) - \nx y g(x) = ^ — , tienen discontinuidades 
infinitas; la primera en x = 0 y la segunda en * = ±1. 
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Teoremas sabre continuidad. 

Teorema 3 2. 

Si dos funciones/ y g son continuas en x = a entonces fas siguientes funciones 
tambien son continuas en a. 

• Lasuma/+g 

• La diferencia /- g 6 g -f 
m El products^ 

• El cociente si g(a) * 0 
Teorema 3 3 

Si hmgfjc) = b y Si^jr) es continua an b t entonces hm/tg(jr)) -_Kb) = ftlimg(jc)). 

Teonema 3 4. 

Si g(x) es continua en a y si/x) es continua en g{a) t entonces la funcidn compuesta 
fog es continua en a, esto es, 

= ./flinj£(*)) =J(g(a)) 

Teorema det vator intemtedio 3 5 

Si / es continua en un intervale cerrado [a,h] y si >v es cualquier numero entre 
J[a) y j[b\ entonces existe al menos un numero c en [a,b] tal que/fc) = w 

Para una demostracion de estos teoremas se recomienda ver el apendice 1 del libro; 
Calculus, sexta edicidn, de SWOKOWSKI, OLINICK y PENCE. Editorial PWS 
PUBLISHING COMPANY. 


Ejercicids. Grupo 3. 


1. Encuentre Itm 


x 3 - ]000 


2. Encuentre lira 

,r -0 


*-io r 3 - 2Qjt z + lOOx 

jo. +Jt) 3 - 1 


3. Hallarlim 

jf-0 3n{x + 1) 

(2x' 6 4x 4- 5 ) f-r 2 + * + 1) 


4. Encuentre lira 


(x 4- 2 )(,4 -i- 2x* +■ lx 1 - I ) 
5. Calcule el ISmite Eimf -- -4- 

\ x - 2 / 


7. Calcular lira 


1 - y r cos (fix) 


6. Encuentre lim 

x^D 


l - (cosx) ( / cos lx ) ( tfecs 3 jt ) 


7. Encuentre el valor del ISmite lira j n ( C0S ^*J 

x-o In (cos ox) 


Q. Para la funcion>’ - 


x z +■ 2, si x < 0 
x- i si x > 0 


. irtdique; 


SoL 

Sol. | 
Sol. 2 

Sol. 2 
Sol. e [0 


Sol. ■%— 
2m 

Sol. 3 
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a) £f conjunto de puntos en 3os que es continua 

b) Encuentre sus puntos de. discontinued 

c) indique de que tipo son tas-discontinuidades, 

d) Bosqueje una gr£fica de la fund6n. 


9. Haga to tnismo que en el ejerddo anterior para, fas funciones 
a)y= ]+x 


b) y - 


] + * 3 
1 

3n|x - I j 


10. ^En que puntos es continua la funcion: 

x 2 - l, si x es un numero irrational, 

y = i 

0, si x es un numero rational ?. 


^ 11, Dar un ejemplo de una funcidn/ que no sea continua en ningun punto r pero tal que 

J/| sea continua en todos los puntos. 

12. Si^*) = sin -L para x * 0 y.A0) - 1. ^Tiene/ una discontinuidad evitable en x - 0? 
^ lY si/x) = xsin y- para x ± 0 y/(0) = 17 

I 

f 

> 


i 

i 

■i 

a 

& 

» 

I 

% 
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CAPITULO 4 
La derivada 


El concepto fundamental del calculo diferencial como ya lo hemos dicho, es el de !a 
derivada, el cual nos permite, entre otras muchas aplicaciones, obtenerla pendiente de la 
linea tangent© a una curva en un punto cuafquiera y resolver problemas de valores 
extremes, 

4,1 Deflnicron e interpretacion geometric©. 

Para una funeion real 4 = F(x) t que se encuentre bien definEda en alguna vecindad de 
si queremos en contra r la pendiente de la linea tangents a fa curva en un punto arbitrario 
P(x,y) de Ea misma. procedemos de la siguiente manera. Se considers un punto 
Q(x + &x,F(x 4- Ajc)) sob re la curva, cercano a P La linea recta que pasa por los puntos P y 
Q es llamada Ifnea secante y su pendiente estar& dada por: 

_ _ F{x + Ax) -F{x) 
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Al tracer cada vez mas pequefio el incremento Ax, manteniendo fijo el pun to P t el 
punto Q deslizandose sobre la curva, se aproximar& m&s a p, y la pendiente de la linea 
secante variant, aproxlm&ndose a la pendiente de la linea tangente a la curva en el punto 
P De manera que podemos definir a 3a pendiente de la linea tangente a la cur/a, en un 
punto arbitrario P(x,y), como el limite de la pendiente de fa linea secante que pasa per P y 
Q, cuando el incremento Ax se aproxima e cero, Dicho I [mite se denota con el simbolo 
p'( x) t y se fe llama derivada, o sea; 

Definicidn 1 5, Derivada . 

Al I [mite 


F* (*) 


|im FU + y)-FW 

AX 


se Ee Hama derivada de F con respecto a x. 


Si denotamos con Ay a I incremento de ordenadas F(x + Ax) - F(x) podemos escribir 

F* U) = 3im -/(*) 

Ax dx 


siendo & y /( x) otras notactciones para expresar la derivada de v = F(x) con respecto 
de x, 


F(x) es una funcibn de x, que nos indtca la pendiente de la linea tangente a la curva 
y - F(x) en cualesquiera de sus puntos. 

Con la notation F , {a ) o bien con y'(a) se indica el valor de la derivada en el punto de 
abscisa x - a. 

O sea 


F (a) = y {a) = Eim 


F{a±Ax) - F{a) 
Ax 


se puede escribir este Irmite en otra forma poniendo Ax = x-a, con lo cual quedaria 

F{a) = Iim F( - X l Z F } a) 


que es otra manera de denotar la derivada de F en x = a. SE este IE mite existe decimos que 
la funcibn es derivable (o diferenciabJe) en x = a y af proceso de encontrar fa derivada F* se 
le llama derivation de F 


Al cociente I?lyX *‘ [X; fe llamaremos "cociente de Newton" de la funcibn F, e 

cuat abreviaremos escribibndoEo N Ft y si adem&s en lugar de Ax po nemos una 
h , entonces la derivada de F 
se puede escribir como 

F' (x) = Iim + ^ = tirrijVp 
a-o h >i-*0 

Veamos un ejempio concrete de como calcufar una derivada en cualquier punto def 
dominio de una funcibn. 
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Ejemplo 1 , Encontrar la derivada de y = F(x) = x 2 , en cuaiquier punto de su dormnio. 
Solucidn: Primero en centre mo s su cociente de Newton 

v _ Fjx-rh) -Fix) _ '{x + hf-x* 

/r h h 

x 1 + 2xh + h 2 - jt 2 = 2 xh t h l 
h h 

= 2x + h 

y ahora tomemos Hmite cuando k -+ 0 para obtener la derivada 

F{x) = tim Nf — lira (2^: + h) = 2x 

h-Q Ji— 0 

F*(x) = 2x 

La derivada de la funcidn y = x 2 es entoncesy = 2x 
Y la derivada en x = 2 sera y (2) = 2(2) = 4. 

Conocida ta derivada en el punto P(a ? F(a)), se puede escribir la ecuacion de la Ifnea 
tangente a la curva en dicho punto, empleando la ecuacion punto -pend sente 

V -y$ = 

empleando como punto. el punto de tangencia P(a,F(a)\ y como pendiente a ia derivada 

/<*)- 

As! por e]emplo ; la ecuacion de la tinea tangente a la parabola y = x 2 en x = 2,$er£ 
Punto de tangencia 7^(2, 4), pendiente m - /( 2) - 4. 

Siendo ia ecuacidn de la tangente 

y — 4 — 4(x - 2) 

6 y - Ax -4 

Ejemplo 2. Encuentre la derivada de ia funcion cuadratica y = ax 1 +bx + c 
Soluci 6n; 

E3 cociente de Newton $er& 

_ a (x + h} 2 -f-b(x + h)+c-ax 2 ~bx~c _ 2 axh + ah 2 +bh 
/Vy _ - - £ — 

= 2u.v + <xh + b 

y al tomar limite cuando h -* o se tiene la derivada 

V' r = Tax 4- b 

Cuando unicamente existen los If mites lateraies. per la rzquierda o por la derecha, del 
cociente de Newton, entonces se tendra unicamente fas correspondienies derivadas 
lateraies. 

4.2 Reglas de derivacion. 

Teorema 4.1 . Reglas de Derivacidn. 
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= 0, donde k es una funcidn constants. 

dx 

— = I . siendo a la funcidn identica y == x, 
dx ' 

4-(w ± v) = -4^ ± 4 1 , donde u y v son funciones diferenciabies de 
dx v ■ dx dx J 

~(uv) S U~ + v— 
dx x f dx dx 

v du - u st_ 

_d_fJL\ - dx dx 
dx V V } V t 

dL(ku) = #4*% donde k es constants. 

ax dx 

= — T’ donde k es constante. 

~(g(u(x))) = (Regia de la cadena) 

— L u ffl ) = &L donde u es una funcidn de x . 

dx dx 

, JlL 

JL Hi - 
dx^ u 2Ju 

-y-(sini/) = CO SU” 

fie dx 


^(CO SU ) = 


■sin u 


du 

dx 


-y-(tartu) = sec 2 if4^ 
dx dx 

^-(cottt) = -CSC 2 u ^ 


~(sec u) = sec w tan w 4^ 

dx dx 


-T-(CSCll) = 
fit 


esc u col u 


-y-farcsinu’l = 


du 

dx 

du 


-^7 (arc cos u) = 


tic 

du 


-T-(arctanw) = — — 
dx t + it 


/] - 
] du 


dx 


dx 

du 


du 


tjid—l 


dx 


* (arccotu) - — + ^ * 
~4 foresee li* = 4^ 

dx uju^\ dx 

-^-(arccsc z/) = ■ 

fit 1 J tXv 

= o'lna-^ 

dx dx 

du 
dx 
d 


^< lnu ^ («) 


+ w v lnw 


tit 




lA- 

fir 
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Teoretna 4.2. St /tiene derivada en x entonces [im_/x + h) - fix) 

w 

Demostracitin: 

Puesto qua 

Jlx + h) -Ax) = £i±J}izM_ h 

se tiene 

lim^ + h) -Ax)) - ) I mi h 

3im/(x + /?) -/[x) = f (x)Q = 0 

h-*Q 

\imfx + h) = fix) 

Corolario. Si/ tiene derivada en a entonces/ es continue en a 

En efecto por el teorema anterior si/ tiene derivada en a y entonces Iim/fa ■+■ h) = fa) 

lo cuaJ signifies que/ es continue en x = a. 

A continuation se dan algunas demostraciones de las reglas de derivation anteriores. 

a) Para una funcidn constante y - k se tiene 

k{x + h)-k{x) _A-A_0_^ 
jv, h ~ __ - j - u 

de manera que a! tomariimite se tiene 

[A:}’ = lm\Nk = 0 


b) Para la funcidn idOntica fix ) = x se tiene 

*r /x + A)-/(x) _ x + h-x . h i 

h " 7; — ” T ” 


y al tomarlrmite se tiene 


(x) J = limNj = 1 


c) Para una suma de funciones F(x) = u{x) + v(x) se tiene como cociente de Newton 
- _ F{x + h) - F(x) u(x + h) + v(x -f h) - ;/(x) - v{x) 

F h h 

= »fa " *) - »M + ** + *? - »W = J V„ +J V v 

n /T 

y al tomar limite cuando A - 0 se tiene 

/" (x) = [m(x) + v(jt) ]' = l/(x) + v r (x) 


de manera similar se demuestra que la derivada de una diferencia es 

[«(*) - v(x) ] 1 = u ! (x) - v J (x) 
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d) EJ cociente de Newton de un producto de funciones F{x) = w(*Mx) sera 

v - + /OK* + A) — w(*)K*) 

r “ A 

w(jr + /QK* + h ) - u{x + /QK*) + K* + /Ov(jt) - uj x ) v ( x ) 

h 

- + +vM »U + ^-"W 

/i . h 

- w(jt + h)N v + v(x)N u 


3 


& 


al tomar Jimite cuando h -f 0, y teniendo en cuenla el Teorema 4,2, se tiene 

(u(x}v(x)) ! = u(x)v ! (x) -t-v(x)u'(x) 

Como caso particular, cuando m es una funcidn constants k, se tiene 

{kv)‘ = kv 

e) Para un cociente de funciones, primero demostraremos que si v(x) es diferenciable, 
entonces 


( — U- ) es diferenciable y f ~L 1 = 

V v(r) j V v(x) ) v 2 C^) 


En efecto sea Fix) = entonces el cociente de Newton para esta funcidn ser6 


l 


1 


F{x + h)-F{x) v{x + h) v(x) 
F h h 


N v 


v(x) - v(x + h) _ vjx -t-h) - v(x) i 

hv(x + h)v(x) h v(je 4 h)v(x) v(r 4- /j)v(jc) 


y al tomar limits cuando h -*■ 0 tendremos y teniendo en cuenta el Teorema 4.2, se tiene 

f(x) = (— !—1 = -i&L 
l v{x) J v 2 (*) 

o err forma compacts 

(+)’--£ 

Y ahora sf, obtengamos Ea derivada de un cociente de funciones, escrtbiendolo como 
un producto y empleando el resuftado anterior 


1! 

(4) - 

(4)' = 

r j 

vw wv 

V 2 V 2 

(4)'- 

J r 

vw - nv 

V 2 


t i 

uv , u_ 

1,2 + V 


vu l - !A' r 
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f) Regia de la cadena. La derivada de la funcion compuesta y = (f» g){x) =J{g{x )) est& 
dad a por 

y -/fewteto 

o, an la notacidn de Leibniz, pontendo y = donde n = g(x) t quedaria 

dy = ^ 

dft 4lft/ (fa 


Demostracidn. E] cociente de Newton de la funcidn compuesta es 

v tofr + A)) -A&Q) 

^ ft 


pong am os ** = g(x) y 


ft = g(x + ft)-g(x) 


entonces, es claro que cuando ft -* 0, ft ^ 0 (Ver teorema 4.2) y g(x + ft) = u +k 
con esto el cociente de Newton queda 

v = fiu 4- ft) -jlu) 


Si ft * 0 para valores pequefios de ft, podemos dividtr y multiplicar por ft este cociente y 
obtener 

_ ftu + k)-f(u) ft _ Ru + k)-Ku) g(x + h) - g(x) 

1 te ft ft ft ft 

y al tomar limits cuando ft -> 0 se tlene 



(/*£)' 00 -f\u)g’(x) = f ig{x))g {x) 


No es frecuente que ft = 0 para valores pequenos de ft; pero cuando esto sucede el 
argumento anterior ya no es valido, (Para aquellos lectores que esten interesados en una 
demostracidn que considers todos fos cases \e recomendamos vea el libro de : ’C£lculo I" 
de Serge Lang, del Fondo Educativo fnteramencano, pag. 71, 6 el libro de TSIculo 
Infinitesimal" , Vol. 1, de Michaei Spivak, de la Editorial Reverie, pag. 226), 

g) Para la funcion y = smx y tendremos que su cociente de Newton es 
r . sin(x + ft) - sinx _ (sin* cosh + c 0 S*smh) - smx 
* v ™ ” “ ft ft 

N*, = 

y al tomar limits cuando ft -> 0 

(sinx)' - $inx(0) + cosx(l) = cosx 
(sinx) r = cos* 


Ahora, si consideramos el caso mas general y = smw, donde u = u(x) es una funcidn 
diferenciable de x, podemos emplear la regia de la cadena para obtener 
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o sea 


y = (simO' = = cosu — 

aw ax dx 


^ mu} = ro5 "lr 


Procedi mien to s similares nos permiten demostrar las otras regtas de derivation. Se 
recomienda at lector que como ejerddo complete la demostracibn de las regtas que faltan, 

A contrnuacidn procederemos a presentar algunos ejemplos concretes de derivation y 
algunas aplicaciones o interpretaciones de la derivada en otras ciencias. 

4.3 Ejercicios de denvacidn 


1. Aplicando regtas adecuadas de derrvadbn obtenga la derivada de fas ssguientes 
fundones: 


a ) y = 7x y 

b) f(x) = 3x*-5x 2 + J Jx-7 

c) g(x) = 


_ lx 2 - 3x + 1 


x + 5 

• d) y = x 2 sin5x 

* e) y = */2x 2 - 5x -r 1 


Soluciones: 

a) y s 7(f)* - 7(3 )x 2 - 2 lx 2 

b) /(*) = (3**)'-CS* l )' + (^Tjr)'-C7)' = 12*’ -10*+ 73 

c ) 

- (* + j)(2r 2 _-3* + 1)' — (2* 2 - 3* + 1 )(* + 5)' (* + 5)(4* - 3 ) — (2* : — 3* + 1 ){] ) 

' ’ (* + 5) 2 i (* + 5) J 

_ 4 x 2 + 1 7x - 1 5 - 2x 2 4 3x - 1 _ 2x 2 + 2Qx - 1 6 _ 2(x 2 4- 1 Ox - 8) 

{x + 5'f (x + 5 ) 2 (x + 5) 2 

d) y = x^ (sin 5x) 1 + sin 5x(x 2 ) = x 2 (5 cos 5x) + 2x sm 5x = 5x 2 cos 5x + 2x sin 5x 


e) " 5jr+1 > J = Ax -5 

2j2x 2 - 5x 4 1 2J2x 2 - 5r + 1 


2. Cuando una funcidn > =/x) tiene una interpretation espectfica en alguna ciencia, su 
derivada se interpreta como la rapidez o tasa de cambio de la funciPn, respecto de su 
argumento. 

Asl r si s - fit) es la funcion de position de una parti cula que se mueve en tinea recta, 
^7 represents la velocidad media durante un periodo de tiempo A/ y represents la 

velocidad instantinea o rapidez de cambio del desplazam lento de la particula en funtibn 
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del tiempo 

Por ejemplo si ia posicidn de una particuJa se expresa con la funcidn 
= t* - 6t 2 + 9 1 , donde / est£ en segundos y s en metros, 

a) Calcuta la veJocidad de la partlcula en un tiempo t cualquiera, 

р) ^CuAJ es la veJocidad transcurridos cuatro segundos?. 

с) iCu^ndo se encuentra en re pa so la partlcula?. 

d) ^Cuando se mueve la partlcula en direccibn positive? 

e) Calcuia 3a distancia total recorrida por la particula durante los cinco primeros segundos. 
Sotucidn. 

a) La velocidad en cuatquier tiempo t t est£ dada por la derivada /(/) = 3r 2 — 12/ h- 9. 

b) Cuando t - 4 s se tiene que la velocidad es/(4) - 3(4/ - 12(4) + 9 - 9 m/s. 

c) La partlcula estara en reposo cuando Ja velocidad sea cero, o sea para cuando 

/(f) = 3t 2 - I2r + 9 = 3(r - 1 = 0, lo cual se cumple para /, = \ y i 2 = 3. 

d) La particula se movera en direccion positive cuando/ (r) > 0, o sea para cuando 

3/ -\2t + 9 > 0 
3(f — 1 ){/ — 3 ) > 0 

desigualdad que se cumple para t < i y t > 3. El despiazamiento es positive durante eJ 
primer segundo y despues del tercer segundo , siendo negative en el intervalo (1,3) 

e) La distancia recorrida se calcuia por tramos, en el tramo de t = 0 a t = 1, e$ 

[/(1)-/0)| = |4-0| = 4 m 

en el tramo de / = 1 a / = 3 

1/3) -XDI = |0-4|*4w 

y finaimente , de / - 3 a t = 5 

LA5)-/3)| = |20 — 0| - 20 m 

Por 3o tanto la distancia recorrida en los cinco primeros segundos es 

4 + 4 + 20 = 28 m 

3, Supongamos que para una empresa determinada C(x) representa el costo total 
necesario para producir x unidades de un producto. La funcidn C(x) es llamada funcidn 
costo. Si Ja cantidad de art leu los de produccidn aumenta de x a x + Ax, el costo a die ion a l 
es AC = C(x +- Ax) - C(x) y la rasa promedio de cambio del costo es 

AC = C(x + Ax)~C(x) 

Ax Ax 

Los economistas llaman costo marginal aJ limite de este cociente de Newton cuando 
Ax -+ 0, esto es ; a la derivada, o tasa instantanea de cambio del costo, con respecto a la 
cantidad de articufos producldos. 
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Costo marginal = C'(x) - lim 4^ = 4r- 
y 14 ' Ax dx 

Observacibn. Como por lo general x s6lo puede adoptar valores enteros, como que no 
tiene mucho sentido dejar que Ax - 0, pero esto se puede hacer ya que la funcibn de 
costo C(x) que se tom a como modelo se man eja matembticamente como una funcibn 
conti nua. 

Si hacemos que Ax = i y que n y unidades producidas, sea grande comparado con 
Ax, tend re mo s 

C( n) * C(n + l)^C(n) 

O sea, que el costo marginal de producir n unidades es. aproximadamente, igual al costo 
de elaborar una unidad mbs despues de la n, Ja enesima mbs uno. 

Por lo general una funcion costo total se representa mediante un polinomio. digamos 

C(x) = a + bx 4 - cx 2 4 - dx } 

donde a representa el costo constante iniciai (renta, servidos, mantenimiento) y los demas 
tbrminos indican el costo de Jas materias primas r Ja mano de obra y demas. (El costo de las 
materia s primas puede ser proporcional a x f pero los costos de mano de obra podrian 
depend er, en parte, de m a yores potencies de x, por [os tiempos extras y las ineficiencias 
que acanrean las operadones a gran esc ala.) 

Por ejemplo, supongamos que una empress ha esfimado que e( costo de producir 
x artlculos es 

C(x) = 10000 + 5x + 0.01x 2 
Entonces, la funcion costo marginal es 

C'(x) = 5 +Q.Q2x 

Cuando el nivel de produccion alcanza 500 artlculos, el costo marginal es 

C(5G0) = 5 + (0.02)500 = SI 5/artkub. 


El costo de produccibn del articulo 50I es 

C(501)-C(500) = S 15,01 


Aqui se nota que 


C (500) = c(5O])-C(500) 


4,4. Derivacidn impltcita y derivadas de order) superior. 

Cuando una funcibn se encuentra dada en forma impsfcita, como por ejemplo las 
funciones impllcitas en x 2 +y 2 - r 2 o las que se encuentran dadas en x^ ±y 3 = 6 xy, esto 
es, cuando no se encuentra desjpejada la funcibn y -f[x) y queremos obfener su derivada 
y\ se puede dehvar respecto de x, termlno a tbrmino la expresibn y del resultado despejar 
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a la /. 

Ejemplo 1 . Per ejemplo para las funciones algebraicas y = ± Jr 2 - x 2 T implicitas en 
x 2 +y 2 = r 2 , su derivada expllctta es, para el radical positive: 

-2x _ x. 

y 


y = 


y para el radical negative 


2 Jr^x- 


-lx 


y - t I - ' - y 


2(-JP^F) 


que, como puede verse, en ambos casos queda 


5 

> 

$ 

* 

I 

) 

I 

I 

> 

I 

) 

* 


Este mismo resultado se puede obtener derivando Implicitamente" ambas funciones 
contentdas en 

x 2 + y 2 = r 1 ' 

En efecto, derivando term i no a fenmino, respecto de x, se tiene 

lx + 2yy ='0 

y despejando ay 

t V 

y = ~j 

Ejemplo 2. Veamos la derivada impllcita para la curva x 3 +y 3 - 6 xy, denominada "hoja 
de Descartes", y la obtenddn de su tangente en el punto P(3 S 3) 

Derivando termino a term i no y despejando a y 

3x- +3 y 2 y f - 6 (xy r -r-y) 

3 y 2 y l - 6-ry' = 6 y - 3.r : 

(3>- 2 - 6x) = by — 3x 2 

y = fer-M 

3 y 1 - 6x 


y la pendiente en P(3 t 3) es 


r 2 v “ x 2 

y= f ~- 27 


, _ 2(3)-3 2 _ -3 _ 


y = 


3 2 -20) 3 1 


siendo la ecuacton de la tangente 


>■-3 = -l(*-3) 
.v +y - 6 


Despejar a las funciones implicitas, aunque es posibie en aigunos casos, resulta 
realmente complicado, 

Asr, para la hoja de Descartes, despejar de la ecuacion cubica x 3 +y 3 =6 xy a la y\ da 
como resultado las siguientes tres funciones 
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y obtener la derivada explicits da estas funciones seria terrible. 

La derivacidn impflcita es igualmente fScii con ecuaciones como 

y 5 + 3x 2 y 2 + 5x 4 - 12 

para la cual es imposible despejar y en tdrminos de x 

Ejercicio, Encuentre y si sm(x + v) = y 2 cosx 
Solucidn: 

Derivando t&nmino a tenmino, respecto de x , se tiene: 

COS(x+Jf)(l.+ y) - > rZ (-SLtlJi) + CO£X(2>y) 
j/[cos(x ^y) - 2ycosx] = smi - cos(x +y) 

f _ y sinx -H co5(x + >') 

} 2ycosx - COS(x + 3 ?) 


Derivadas de orden superior, 

A! derivar una funciony = j{x) se obtiene la funcidn y = f(x) que es otra funcidn de 
r, [a cual $e puede volver a derivar par a obtener la funcidn v 1 =/''(x), que es fa derivada 
tief{x), y de igual manera se pueden obtener las derivadas de orden superior 
/"'( x)> /< 4) (x) 3 ... T / (, y ... ; en la notadbn de Leibniz, los slmbolos para la segunda, tercera, 
cuarta 6 n -dsima derivada, son 

= #y_ £y_ 

dx X dx J dx 2 * dx 2 7 dx**‘“* dx n ' “ 

Ejemplo. Obtener la cuarta derivada de la funcidn y - -jL y de los resultados obtenjdos 
infiera fa n -£sima derivada. 

Solucidn: 

= L 

T> 

X “ 

= 2* - 2L 
x* x 2 

_ 2(3 )x 2 _ 3| 

X* _ X 4 

3f(4)j* _ 41 
X s x s 


y 

y !> 

y m 

v w 
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Observe que los resulted os anteriores nos dan la pauta para afirmar que la n -bsima 
derivada es: 

La misma fundbnp = -L, puede considerarse como la derivada de orden cero. 
Ejemplo. Encuentre la quinta derivada del polinomio de grado quinto 

Ps(x) = a^x 5 + a 4 x 4 + a 3 x ? + a 2 x 2 + a v x + 


Solucibn; 


P\(x) = 5a$x 4 + Aa 4 x x + 3a 3 x 2 + la 2 x + a x 
P ! i (x) = 3 {A)a 5 x 5 + 4 (3 )a 4 x 2 + 3 ( 2 )a 3 x 4- 2a 2 
tff'CO = 5(4)(3)a 3 x 2 +4(3)(2)*i4x + 3(2)a 3 
pW( jT ) = 5(4)(3)(2)^ + 4(3)(2 )^ j 
= 5(4)(3)(2 >£?s = 5| fl5 

En general la n -esima derivada de un pofinomio F„(x) = a„x K + — + a L x + a 0 , de grado 
m sera: 


y las derivadas de orden n + l, o mayor, seran cero. 

Ejercicio. Demostrarque (cosax) tfl) = a” cos (ax +■ ^-) 

Teorema 4.3. 

Si i/ y v son funciones con derivadas de orden /?, y a y /? son constantes, entonces Eas 
fun clones 

(au ± flv) y hv tienen derivadas de orden n y: 

(au ± pv)^ = auM±pvW 

(mv)^ = 

JUfl 

La ultima expresibn es conocida con el nombre de Fbrmula de Leibniz, 


Ejemplo. Calcular fa n-& sima derivada de la funeibri fix) = x 2 cos2x 
Soiucibn: ApNcando la fbrmula de Leibniz, con u = cos 2* y v - x\ se tiene 

{t* v ) w ~ Q(cos2x) w x 2 +CKcos2jc) (jHJ (je 2 )' + C£(co$2x)^(x 2 / 

siendo los demas sumandos nulos ya que la derivada de orden tres y superiores de x 2 son 
nulas. 

Teniendo en cuenta que (cosax)^- = a* cos (ax + -Sp ) s podemos escribin 

(cos2x) (fl) = 2 rt cos[ 2 x + ^J 

(coslr) 1 ^" = 2"- 1 cosflT+ K( -"~ ^ 1 = 2"- I sin(2* + 4fL) 

Ccos2*) ( "- 2) = 2"- 2 co S (2*+ = -2"- J cos(2t + ^-) 
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y par lo tanto 

(x 2 cos 2x) l>! 


= 2" cosf 2x +■ 

(* 2 cos 2x) i > ' > - 2 


Jx 2 4-/ij^2" _1 sin ^2* + 4“^ (2 k) 


+ cos (it + 

+ ssn f 2jf + 


itrt 

2 



4.5 Tasas de cambio relacionadas 

En a I gun os problem as se describen situaciones relacionadas con dos variables, que 
cambian con respecto del tiempo, donde una de las razones de cambio se conoce y la otra 
no r pero donde la razbn incbgnita es possble conocerla en funcion de la primera. El 
m£todo, en temninos generales, consiste en describir el fendmeno o problema mediants 
una ecuacibn que refacione las dos variables: Despu£$ se deriva la ecuacibn y se expresa 
la derivada buscada en terminos de la derivada conocida. Siempre que sea posible, se 
recomienda dibujar una ftgura que muestre la relacibn geometries entre las variables. 

Ejemplo. En lo alto de un fare! brilla una luz a 25 pies del suelo. Un frombre con estatura de 
6 pies se aleja caminando desde el faroi. ^Cual es la longitud de su sombra cuando esta a 
40 pies de dlstancia respecto de la base del faroi'?. Si camina a razbn de 5 pies per 
segundo. ^a qub velocidad aumenta su sombra en ese punto?. 

Solucibn: 


I 

I 

) 

\ 


> 

» 



Sea ^ la longrtud de fa sombra y sea * la distancia entre ef hombre y !a base del poste, 

Entonces, por semejanza de tribngulos, vemos que 

25 = 6_ 
ifi s 

MuJtiplicando en cruz obtenemos 
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25s ~ 6* 4- 


de donde 



derivando esta ecuacidn, termino a termino, respecto del tiempo t t obtenemos 

ds _ 6 dx 
dt 19 dl 

segun )os datos = 5, por lo que 

^ H P’ esbe s 

La sombra aumenta a razon de pies cada segundo. 

Adem£s, cuando x = 4 o tendremos que ia longrtud de $u sombra es 

* = ^(40) = = 12.63 pies 


Ejemplo. Un tanque de agua tiene forma de un cono circular fnvertido, con radio de la base 
igual a 2 m y 4 m de aftura. Si se le bombea agua, con un gasto de 2 m^/rnin, cafcula la 
veiocidad con que sube el nivel del agua cuando fa profundidad alcanza tres metros. 
Soluddn; Sean K r t y h ef volumen del agua, el radio de fa superficie y la altura ; cuando 
el tiempo es t, con t expresado en minutos. 






4 



La razon que se da como dato es ~ - 2 mVmm. y se pide calcular -4- cuando h = 3 m 

dt at 

Ef volumen del Ifquido sera; 

V = 4 -rcrh 

J 

el cuaf, como se observe, esta escritc en terminos de r y h. Resuita convenient® expresar 
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a Fen funci6n tinicamente de h ? para lo cual podemos empleartri&ngulos semejantes (ver 
figura) y escribir 

r_ = 2 = J_ 
h 4 2 



con lo que el volumen quedar£ 



y al derivar, ambos miembros, respecto del tiempo t, se tiene 

dv _ k l 2 dh 
dt A dt 

de manera que, la razon incognita quedara 

dh _ 4 dv 
dt K h 1 dt 

sustituyendo = 2 m ] /mm y h = 3 m, se obttene 

•‘■y- = ■ ^ j (2) = « 0.28 rn/min' 

dt k{3) 1 9k 

4,6. Maximos y mmimos y ei teorema del valor medio. 

Enunciaremos dos teoremas b^sicos del c^lculo diferencial sobre las cuaies se 
basar&n otros resulted os rmportantes del caSculo. Pero antes veamos algunas definiciones 
necesarias para ef tema. 

Valores mSximos y mlnimos. 

Deftnicrdn 16 

Una funcibn tiene un m&xirno absoluto en c si J(c) >/x) para toda x en el dominio 
Of de la funcidn. El numeral) se llama valor m&ximo de / en D f 
Analogamente,/ tiene un mlnimo absoluto en c si ftc) </x) para toda x e D fr y fic) se 
denomina valor minima de / en D f . 

Los valores maximo y mlnimo de /se conoeen como vafores extremes de fa fincibn, 

Deftnicidn 17 

Una funcidn tiene un m&ximo local o maximo relative en c si hay un intervale abierto 
/ que contiene a c t taJ que/c) ^/x) para toda x e I. Asimismo,/ tiene un mlnimo local 
en c si existe un intervalo abierto / que contenga a c, tat que/c) < fix) para toda x e /. 
Teorema 4 4 Teorema del valor extreme. 

Si / as continue en un intervalo cerrado [a t b\ entonces / alcanza a! menos, un valor 
maximo absoluto J{c), y un valor mlnimo absoluto,/#), en ciertos numeros c y d, en [a,b]. 
Teorema 4.5. Teorema de Fermat 

Si/tiene un extreme local (maximo o mlnimo) en c t y si existe /(c), entonces/ (c) = o. 

Deftnicidn 18. Numeros critic os. 

Un numero critico de una funcidn/ es un numero c e D f , tal que /(c) = o o bien 
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/(c) no exists. 

Procedi mien to para determiner maxim os o minimos absolutos de una funcion continua en 
u n i nterval o cerrad o . 


Para determiner !os valores maxima o minimo absolutos de una continua/ en un intervaio 
cerrado [a, 6] : 

* Se determinan los numeros criticos de f 

• Se detenminan los valores de/ en ios numeros criticos de/en (a y b) 

* Se encuentran los valores de/a) y fib). 

• Ei valor maxima de los obtenidos en los pasos anteriores es el vaior maximo 
absoiuto; ef valor minimo de los obtenidos es ef valor minimo absoiuto. 

Ejemplo. Encuentre ios valores extremos. maximo y minimo absoiuto, de la funcibn 
fix) = x 3 - 3x 2 + / en el intervaio - y < x < 4 

Soiucibn: 

La funcion obviamente es continua en [~ 5 4] 
apliquemos el metodo descrito anteriormente; 

Derivemos para saber dbnde hay numeros criticos 

f (x) - 3x 2 ™ 6.v = 3x(x - 2) 

que como puede verse/ (x) existe para toda x, de mode que los unices numeros criticos 
se presents rbn cuando f'(x) = 0, o sea para cuando x = 0 o x = 2, ambos en el intervaio 

Caicutemos ahora los vaiores de/ en ios numeros criticos y en los extremos del 
intervaio, los que se dan en ia siguiente tabla 


X 

0 

2 

2 

4 

fix) 

i 

—3 

7 

17 


De estos cuatro vaiores el mayor es 17 y el menor es -3. 

De manera que, en el intervaio cerrado considerado, la funcion tiene el valor maximo 
absolute//) = 17, 
y ei valor minimo absoiuto / 2) = “3 

Ejercicio. ^Porqu^ es evidente que la funcion fix) = x llJ1 + x 51 + x + l T no tiene maximo ni 
minimo local.? 

Soiucibn; 

Ten en cuenta, de acuerdo a! Teorema de Fermat, en los extremos iocales donde la 
derivada existe esta debe ser cero y ten en cuenta, que ia funcibn 

/ r (x) = 1 0 lx im + 5 lx 50 + 1=0 

tiene como dominio a todos los reales y no se anula para ninguna x. 

Teorema 4 6. Teorema de Rode 

Sea/x) una funcion que satisface ias hipbtesis siguientes: 
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1. J{x) es continua en el intervalo cerrado [a M b]. 

2. f{ x) es diferenciable en el intervale abierto (a,b). 

3. fa) ~j{b) 

Entonces existe un numero c e (a T b), tal que f(c) = 0. 

Demostracibn: 

El case trivial es cuando /(*) = k\ k una ccnstante. 

Ya que, en este caso, f{ x) = 0* para toda x ; asi que c puede ser cualquier numero de 

Si la funcibn no es constante, $e pueden considerar dos casos. 

Caso t. Cuando /(*} >f&) para una x e (a,b). 

De acuerdo con el teorerna del valor extremo, que $e puede aplicar a / por ser continua en 
\a t b\ esta tiene un valor mbximo en algun punto de [a.b] y , por ser fa) - jib), debe ser 
en un punto c del intevafo abierto ( a,b). Esto nos dice que/tiene un mbximo focal en e, y 
de acuerdo al teorerna de Fermat se tiene que /(c) = 0. 

Caso II. Cuando /(*) < f(a) para una je e (a 7 &). 

De acuerdo con el teorerna del valor extreme, /tiene un valor minimo en [a.b] y, puesto 
que/y*) =f b\ alcanza este valor minimo en un numero c e (a t b) y, nuevamente por el 
teorerna de Fermat, /(c) - 0, 

Aplicacibn, 

Demostrar que la ecuacion x 3 + x - 1 = 0 tiene una, y solo una raiz real, 

Soiucibn. 

Primero hagamos ver que la ecuacibn tiene al menos una raEz real. Sea 
fx) = x 2 + 1, entonces pedemos observer que-/0) = y que f\) - 1, la funcibn 

cambia de signo, y por ser / continua en [0, I ], ei teorerna del valor intemnedio establece 
que existe un numero c e (0,1), tal qu efc) = 0; lo que nos confirma que/tiene al menos 
una raiz. 

Para demostrar que la ecuacibn sblamente tiene una raiz r recurrimos al teorerna de 
RoJfe. 

y un argumento por reduedbn at absurdo Supongamos que existen dos raices reales a y 
b, entonces 

j{a) = f{b) - 0 y, como/es un polinomio, es diferenciable en ( a y continuo en [a,b] y 
por e! teorerna de Rolle, hay un numero c e {a/), tal que /(c) - 0. Pero 

f{x) - 3x 2 + 1 > P para toda x 

de manera qu e/jx) jambs puede sercero, contrario a la afirmacibn del teorerna de Rolle, 
En consecuencia la ecuacion no puede tener dos raices reales diferentes. 

La principal aplicacibn del teorerna de Rolle es en la demostracibn de un importante 
teorerna, llamado deE valor medio, enunciado por primera vez por Joseph-Louis Lagrange. 
Teorerna 4.7 

Teorerna 4 , 7 , Teorerna del valor medio. Sea / una funcibn que satisface las siguiente 
hipbtesis: 

1/ es continua en el intervale cerradc [a/]. 
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2. /es diferenciable en eJ intervalo abierto (a, b). 
Entonces, existe un numero c e {a,b), Eal que 


o bien 


f(c) = 




Demostracibn; En Sa demostracibn se aplicara el teorema de Rolle a una nueva funcibn h 
definida como la diferenci-a entre/ y la funcibn cuya gr^fica es la secante que une a Eos 
puntos A[a y f K a)} y B[bJ{b)\ cuya ecuacibn es; 


y - f\ a ■ - : ■ ■, x a ; 

b - a 

O y = f{a) + ~ft a ) ( x - a ) 
b-a 


Entonces h $er£ 


fix) = fix) -fid) - - m . ~^ (X - a) 

U — u 


Primero veamos que h cumpla las Ires hjpotesis del teorema de Rolle. 

1- La funcibn h es continue en [a,b] por ser la surna de/ y un polinomic de primer grade, 
ambas son continues. 

2. La funcibn h es diferenciable en (a r b) pues tanto/ come el polinomio de primer grado 
son diferenciables y de heeha 

0 n 

3. Se cumple que/(o) -J(b), 

En efecto 

h(d) =fia) -fia)~MfiLM- (a _ a) = 0 

o — a 

h{b) = m -fa) - {b-a) =fb) - fa ) -fib) +fa) = 0 

por Jo tanto segun este teorema exists c e tal que ti(c) = 0, y por lo tanto 

0 ^ h\c) =f(c) - 

de modo que 

fio = MyM. . 

b-a 


Teorema 4 . 8 , Si/(x) = 0 para toda x en un intervalo (a,b) entonces fes constante en 
&)■ 

Demostracibn; Seanx 3 y dos numeros cualesquiera en {a t b), con < x 2 ; como 
/ es diferenciable en (a,b\ debe serEo en (xi,x 2 ), y continua en [x lt x 2 ]. Con el teorema 
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del valor medio aplicado a / en el intevalo [x u x 2 ] obtenemos que existe un numero 
c e {Xux 2 } tal que 

Axi) -M) -fic ) (*,-*,) 

y dado qu \ef(x) = 0 para toda x , f(c) = 0, con lo que la ecuacibn anterior quedaria 

o fix 2)= fix,) 

to cual nos indica que/ es una funcion que tiene el mismo valor en dos numeros 
cualesquiera de (a,h) f o, dicho en otras palabras, que / es constante en (a,b). 

Corolario. Si f(x) = g(x) para toda * en el intervalo (a,b), entonces f-g es constante en 
(a, by, o s ea/fix) - g(x) + c t donde c es una constante. 


Demostracion Sea F(x) = fix)- g(x). Entonces 

F (x) -fi(x) -g(x) = 0 

para toda x e (a,b), y de acuerdo a! teorema anterior F - f-g es constante. 


Ejercicio. Demostrar que aretanx + aiccotx = -y 
Demostracion: Si fix) = arctan* + arccotx, entonces 

/'(*) = —i 


■s- = 0 


I -5-Jf Z 1 + X' 

para todos los valores de x; por consiguiente, segun el teorema anterior, 

i l ■ 1 i 

fix) = arctanx + arccotx = C 

para determinar el valor de la constante C , sea x = I Entonces 

C = AO = arctanl + arccotl = ^ = A. 

de modo que 

arctanx 4- arccotx — 


Ejerclcio. Encuentre el numero c , mencionado en el teorema del valor medio, para la 
funcion cuadratica 

y = F(x) = v4* 2 + £x + C 

en el intervalo 

Solucion; De acuerdo al teorema 
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F(l»-F(a) _ ^ 
b -a K> 

Ab^ + Bb -C-Aa 2 —Ba - C = M(c) + B 
0 — a 


yi (Zf + tJ } + 5 — ,2/iC 4* 5 

. _ a + A. 

^ _ 2 

Para una parabola el numero c as el pun to medio del intervalo [a,b\ 


4 . 7 . Drferencial de una funcion 


Al evaluar en un punto x + Ax una funcion derivabtep/r), donde Ar es un incremento 
pequeno de x , se puede aproximar este valor porla expresidn f(x) Ax, Hamad a diferencial 
de la funcion / en x + Ax, y denotadada con df o dy Esto es 

df - dy - f(x)Ax 

En efecto a] considerar las ordenadas de una funcion derivable, en r y en r + Ax, 
tendremos que el increment© correspondiente para>’ es Ay = fix + Ax) -fx) y de acuerdo 
a la definicion de Es derivada se tiene 


lim 


f{x 4- Ar) - fjx) 
Ax 


-/M 


lo cual signtfica que 

^ ^ -ft x ) para valores pequenos de Ax 

de manera que si a expresa la diferencia entre estas cantidades, entonces 
J [X " =f (x) + a 3 donde a -> 0 cuando Ar -* o 


y por lo tanto 


fix + Ar) -fx) = f(x)Ax + aAr 


Ay = df +- a Ar 

siendo entonces 

Ay * df para valores pequedos de Ar 
que tambien se puede escribir 

Ax + Ax)*M +f(x) A* 


(□) 
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En la figura anterior es inmediato que el segmento MT = tan (<MPT) PM =/'( x)Ax = dy 
Si para el punto P(xjtx)), de la grafica de/x)> fijamos su abscisa en x = x<> se tiene que 
la expresion (D) quedada: 


JIxq + Ax) - yCx 0 ) +/ r (x 0 )Ax 
y si denotamos con x al punto x 0 + Ax Ti tendremos 

fix) ~fixo) +/{x G ){x ~x 0 ) (D.A) 

lo cual nos esta indicando que para calcular la ordenada de !a funcidn en un punto 
x, cercano a x 0h se puede emplear , como aproximac:dn : [a ordenada correspondiente de 
la linea tangente a la curva en P y cuya ecuacton es 

y = fix o) +/(x 0 }(x-Xo) 

a esta aproximacidn se le llama linealizacion local" de / en las proxrmidades de x 0 . 

Por ejemplo la linealizacidn local para^x) = lux, en las cercanias de x 0 - l. es. 

Inx ~ ln(xo) + ~~(x-x 0 ) 

Inx s x — 1 

Por ejemplo, para calcular el valor de ln(i 01), podemos poner 

ln(1.0l) = 101 - i = 0 01 
in(10I) * 0.01 

Qtro ejemplo. Obtener la aproximacidn lineal de_/(x) = s mx, en la proximidad de x 0 = 0 
Solucidn: 

sinx a- sin(0) + cos(0)(x -0) 

stnx - x 
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lo cual nos indica que en (as proximidades de 0 T sinx es "casi” igual que x 
Use esta Einealizacidn para calcular el (Emits 

W5 h 


SoEucidn: Como sm3/i = 3 h T se tiene 

Sin3^i _ 
h h 


de manera que 


l lm smU = 3 
ft— o h 


Notation con diferenciales. 

Si consideramos la funcion identica 

v -fix) - X 

tendremos 

df= fix) Ax = <1)Ax = Ax 

y si convenimos en indicar la diferencial de esta funcion v =fix) = x i con dx, se tendra 

dx - Ax 


esto es: la diferencial de !a funcion identica es iguai al incremento Ax” 

Con esto, la diferencial de una funcion y - fix) se puede escnbir 

dy = f(x)dx 

Una expresidn con dertvadas se puede escrlbircon diferentiales. 

Por ejemplo, la ecuacion 

dy , 

*-& +>r = 5 

se puede escnbir, de manera equivalents, en forma diferencial como 

xdy+ydx = 5dx 
O xdy + {y - 5 )dx = 0 

Ejemplo, La conocida formula para Ja derrvada de un producto de dos funciones 
dife re notables as; 

±<»> -■£-■£ 

esta expresidn con diferenciales quedana 

d(uv) — udv y vdu 


4.8. Criteno de la primera y segunda derivada para maximos y irnnimos. 

El calculo results de utilidad para el trazo de graflcas ya que nos permits analizar la 
curva e indicarnos en que intervaSos crece o decrees, en que puntos tiene maximos o 
minimos, en que tramos es concava hacia arriba a hacia abajo en donde hay asintotas 
horizontales o verticals, etc. 


Definicion 19 Una funcion/ es creciente an un intervalo 4 si 
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ftx t } <ftx 2 ) para cuando x x <x 2 en I 

y es decreciente en / si 

ftxi) > ftx 2 ) para cuando xi < x 2 en / 

Una fun cion creciente (o decreciente) en I es llamada mondtona en I, 

Ejemplo. Para !a parabola y = x 2 results ciaro que es una funcidn decreciente en el 
intervalo (-o^O] y creciente en [0 s °o). Entofices es mondtona en (-oo,0] y es tambien 
mondtona en [0,ao), pero no to es en (-^o,oo). 

Si observamos la grafica de una funcidn continua y derivable, podemos notar que en los 
pantos donde tiene pendiente positive, ia curva es creciente y donde tiene pendiente es 
negative es decreciente. 

Esto se puede probar formal mente, y ccnstituye el siguiente teorema. 

Teorema 4.9 Sea/ continua en [a, b] y diferenciable en fab). 

a) Sf f (x) > 0 para toda x e fab\ entonces / es creciente en fab] 

b) Si / r (x) < 0 para toda x e fab) t entonces / es decreciente en [a, b] 

Demostracion; 

a) Sean x } y x 7 dos numeros cualesquiera en fab] y xi < x 2 . Entonces / sera continua 
en [* lt jr 2 ] y diferenciable en y de acuerdo al teorema del valor medio, exists un 

numero c e (x K x 2 )» ta! que 

ft*l) -fal) ~f{c){X 2 -Xi) 

Y coma porhipotesis/fc) >0, y x 2 -*i > 0, entonces 

ft* i) —fl*i ) >0 o sea ftx t ) <ftx 2 ) 

fo que indica que / es creciente en [a,bl 
De manera analogs se demuestra b). 

Ejempfo ilustrativo. Determine los intervales de crecimiento y decrecimiento de la funcidn 

ftx) = x^2r 2 -* + 1 

Sotucidn: 

fix) = 3x 2 + 4x - 1 = 0 

La funcidn derivada es una parabola que se abre hacia arriba y corta al eje-x en los puntos 
xi = -j- - * “1.55 y x 2 =-f + ±j7 *0.22 por Eo que 

f(x) > 0 para x e (-*>,* j ) U fa 2l co) y 
f{x) < 0 para x <e (x ]l x 2 ) 

por lo que 

/ es creciente en [-«,—=■- jff s (-oc.-i.55] y en ~y + y/7,®) - [0-22 s w) 

y 
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/ e$ decreciente en [-j - j/7 ? — ] * [-1.55,0.22] 
En fa siguiente grafica be la funcibn se puede apreciar lo anteriormente dicfto 



Grafica de y = j 3 + 2x 2 -r x +■ 1 

Teorema 4 10 

Crrterio de !a primer derivada. Sea c es un numero critico de una fund on continua/ 

a) Si / cambia de positive a negative en c b entonces / tiene un maxima locai en c. 

b) Si/ Gambia de negativa a positive en c, entonces / tiene un minimo local en c. 

c) Si/ no cambia de signo en c {esto es, / es positive o negativa en ambos lados de 
c) f carece de extreme locai en c. 

.Demostracibn: : : 

a) Come el signo d e/O) cambia de positive a negative en c f esto implica que existen 
numeros a y b, tales que/(x) >tiena<x<cy f(x) < o en c < x < b. Sea * e (a,b). Si 
a < x < c 3 entonces /x) </c) ; ya que en este intervalo f{x) > 0, que signifies/ creciente 
en [a,c]. Si c < x <b, entonces 

/(c) >/(x), ya que/ < 0 signifies/ decreciente en en [*?,&]; por consiguiente 

/(c) > fix) para toda x e (a/), y de acuerdo a la definicion 17., /tiene un maximo locai en 

c. 

Las partes b) y c) se demuestran de manera analogs. 

Ejemplo. Determine los extremes locates de 

/» = J:(l -*)* 

Soiucibn: Determine mo s los numeros criticos de/ 

/\x) =xf(l -x)-ic-l) + (l -x)i 
= 5 ( ] ~x)~2x = 5 - lx 

5(1 -x)T 5(1 -x)t 

/ (x) = 0 implica que 5 - 7r = 0, es decir x = /. Tambien existe un numero critico en 

j 1 

x = 1, ya que aqui / (x) no existe. Entonces hay numeros criticos en / y en 1. 
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En la siguiente tabia se indscan Jos intervales con extremes en ios numeros criticos y 
fos stgnos de la derivada en cad a uno de Eos intervales. 


Intervale 

5 - lx 

a-*)* 

l/w 

/ 

x < — 

7 

+■ 

+ 

-i- 

creciente en (-oc, \ ] 

Y < r < 1 

- 

+ 

- 

decreciente en [4,1" 

* > 1 




creciente en [ 1 , 00 ) 


En la table podemos observer que la derivada cambia de signo en Ios puntos criticos. 

a) En cambia de + a - por lo que se tendra un maximo local Iguai a/(4) = * 0 

,43 

b) En 1, cambia de -a+ teniendo por lo tanto un mfnimo local iguai a f\) - 0. 

Concavidad y puntos de inflexion 

A3 trazar tangentes a una curva, digamos a una que sea creciente en [#,£], puede 
suceder que las tangentes quedert pordebajo o por amba de ia cuerva, en el primer case 
diremos que es una curva edneava hacia arriba y en el segundo edneava hacia abajo. 
Fomnalicemos esto en una definieion. 

Deftnicidn 20. Si la grafica de / esta arriba de todas sus tangentes en un Smervalo 4 se 
dice que es obcava hacia arriba en /; si queda abajo de todas sus tangentes en I, se llama 
edneava hacia abajo en / L 

La segunda derivada de una funcion, esto es s la derivada de la primer derivada o derivada 
de la pendiente de la linea tangente, es util para determiner Jos Intervales de concavidad 
de una cun/a, ya que, como debe advertirse r en una region edneava hacia abajo, la 
pendiente, f ix), de Eas tangentes, af recorrer la curva de izquierda a derecha, disminuye, 
de manera que se trata de una funcion decreciente y por tal razdn su derivada, esto es 
fix), es negativa. Y en una region edneava hacia arriba las pendientes crecen de manera 
que es una funcion creciente y por lo tanto fix) > 0. De ahi el siguiente; 

Teorema 4.11. Prueba de concavidad. Sea/ una funcion con segunda derivada en un 
intervals /. 

b) Si f (x) > o para toda xe/, entonces Ea grafica de/ es edneava hacia arriba en /. 
a) Si f(x) < 0 para toda x e 4 entonces la grafica de / es edneava hacia abajo en I, 

Demostracion. a) Sea cualquier numero en I. Deberries demostrar que la curva 
y =/W asta arhba de !a tangente en (xqJ{x 0 )). La ecuacidn de la tangente es 

y =/><?)+/(*<?)(* 

Asi que debemos demostrar que 

J{x) > f{x o) + f\xo)(x - x$) f para toda x e /, x ± a 
Primero veamos el case en que x > x 0 , Al aplicar el teorema del valor medio a/ en el 
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intervale [x 0 ,x] 

obtenemos un numero c, con x 0 < c < x y tal qua 

fix) -fix o) = / J (fi)(x -x 0 ) ( 1 ) 

como f'(x) > 0 en I t sabemos que/ es creciente en / y como x Q < c, esto implies que 

/(*o) <f(c) 

ahora, ai multiplicar esta desigualdad en am bos miembros por ef numero positive 
x-xq t obtenemos 

/' (Xq)(X ~ JTfj ) < f (C)(X - ) 

y sumando/jc^} en ambos miembros 

fix*} ) +/ (xo){x -Xti) < fix 0 ) +/ (c)(x - Xo ) 
y segun la eeuacion (1), el segundo miembro es igual a fix), de mode que 

fix 0 ) +/ (*o)(x - jo ) < fix) 

o fix) >/f>o)-/'(*o)(*-*o) 
que es lo que deseabamos demostrar. 

Para el caso en que * < x 0 , por argumenios simifares, se tiene/(c) < /(*&), y a! 
multipticar por el numero negative x-x Gr se invierte ia desigualdad obteniendose 

f (C)(x - x 0 ) > / (i 0 )(ar - -xo ) 

y al sumar en ambos lados/fco) 

fix<i) +f(c)(x - x 0 ) > /x 0 ) +/(io)(Jf -Xq) 

o fix) >fix Q ) +f(xo){x-x 0 ) S 

Defmicion 21 . Punto de inflexion 

Un punto P de una curva se llama punto de inflexion , si en dicho punto la curva cambia de 
concaved ad r 

o sea donde ia segunda derivada cambia de signo, 

Ejemplo. Determine el comportamiento de la curva y = x* -3x + 1, respecto de sus 
intervaEos de crecimiento, maximos y mfnimos locaies : concavidad y puntos de inflexion, 

Solucion: 

y = 3x 2 -3 = 3(x z - !) 

/ = 6x 

Como y = 0 en x = i 5 * = -i, estos seran numerics entices. 

Pongamos una tabia para analizar s;gnos de las derivadas 
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l 

l 


2 

I 


I 

I 

£ 

& 

I 

i 

i 



5 

i 

■y 


» 

i 


> 


Interval© y y r 
x < -l +- 
-1 <r < ] “ 

x > 1 + 

x < 0 


y 

creciente en (-go. - 1] 
decreciente en [-1,1] 
creciente en [l,oo) 
concave hacia abajo en (-co a 0) 


x > 0 +- concava hacia amba en (0 ,qo) 


En x - -1, y cambia de + a - por lo que se tiene un maximo local >'(-1) - 3. 

En* = l, y' cambia de - a +, por lo que se tiene un mi'nimo local yi) - -1. 

En x - 0, y cambia de - a +, por lo que se tiene un punto de inflexion en XO) = I. 
Con esta informacion el bosquejo de la curve quedarfa; 


J? 



Grafica de y = * 3 - lx + 1 

Notemos q ue en un maximo local ia curva es concava hacia abajo y en un mini me iocai es 
concava hacia amba. En el siguiente teorema se formaliza este hecho. 

Teorema 4.1 2 Criteria de /a segunda derivada. 

Sea/' una funcion continue sobre un intervalo abterto que contenga a c. 

a) Si f(c) - 0 >• /'' (c) > 0, entonces/ tiene un mmimo local en c 

b) Si/V) - 0 v f(c) < 0, entonces / tiene un maximo local en c 

Demosfracidn: a) Si f{c) > 0, entonces /"(*) > 0 en algun intervalo abierto / que contnga 
a c, y por la prueba de concavidad,/ es concave hacia amba en I. Por io tsnto ia gafica de 
/ se encuentra situ ad a amba de su tangente en P(cjlc)). Per o comc/'Cc) = 0, la tangente 
en p es horizontal y estc demuestra que/>) >fic) para * - I, de manera que/ tiene un 
minimo local en c. La parte b) se demuestra de manera similar. 

Nota; E3 criteriode la segunda derivada no indica nada cuando/"(c) = 0. En este punto 
podria haber un maximo, un minima o ninguno de los das. Esta prueba tambien falla 
cuando no exist© /"(c). En estos cases hay que emplear el criierio de la primera derivada. 


Ejempio. Analice ia cur vaftx) = x 4 - 4x 2 - x 3 {x -4/ en cuanto concavidad. puntos de 
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I 




inflexion y extremes locates. 


Solucion: 

fix) = 4x 3 - I2x 2 = 4x 2 (x - 3) 
fix) = Ux 2 -2Ax= Ux(x-2) 

como fix) = 0 en x = 0 f * = 3, estos son fos numeros criticos. 

Con el criteria de la segunda derivada es inmediato que, como /"( 3) >0, en x = 3 hay 
minimo local igual a j[ 3) = -27. Y como /'( 0) = o, entonces el criteiio no nos dice nada 

En 3a siguiente tabla se anaiizan tos signos 


IntervaJo 

f 

f 

/ 

x < 0 

- 

+ 

decreciente y con cava had a arriba en (-qc, 0] 

0 < x < 3 

- 


decreciente ©n [0,3] 

x > 3 

+ 


creciente en [3 ,qo) 

0 < x < 2 


- 

edneava hacia abajo en (0,2) 

x > 2 


+ 

concava hacia arriba en (2,«j) 

x = 3 

0 

+ 

minimo local = -27 en x = 3 

x = 0 

0 

0 

Punto de inflexion en (0,0), ya que/ 1 ' cambia de signo 

x = 2 


0 

Punto de inflexion en (2,-16) ya que/" cambia de signo 


En x = 0 falla el enteric de la segunda derivada, pero r con el primer enteric : vemos que 
f no cambia de signo en 0, per lo que/ no tiene extrema locaJ en o. 

El bosquejo da fa grafica quedada: - 1 ‘ • : i 



i 

\ 

? 

4 

I 

\ 


ApJicaciones a la eoonomta. 

Recordemos que si C(x), fa funcibn costo. es el costo de produccidn de x uniesdes de 
cierto producto, entonces el costo marginal es la derivada de C'(x). La funcibn costo 
premedio, defsnida como 


e(x) 


_ C(x) 

X 


representa el costo unitario cuando se producen x unidades, geometricamente as fa 
pandiente de la recta que une el origen con el punto (x,C(x)) de la funcjbn costo. 
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Veamos los puntos criticos de esta funcibn costo promedio. 

c\x) - = 0 

x 2 

cuando la derivada del costo promedio es cero se tiene que 

xC f (x) = C(x) 

o C ! (x) = = c(x) 

C'(x) = c(x) 

En los numeros criticos que cumplen con esta reiacsdn normalmente hay valores minimos. 
Por consiguiente, 

Si el costo promedio es rnminno, entonces 
costo marginal = costo promedio 


Ahora veamos las ventas. Sea p(x) el precio unitano que puede cobrar la empresa 
cuando vende x unidades. A ia funcion p se le llama funcion de demands, o funcion precio, 
y se espera que sea una funcion decreciente de x Si se venden * unidades y el precio 
unitario es /?(*), entonces el ingreso total es 

R{x) - xp(x) 

a R se Je denomina funcibn ingreso, La derivada R\ de la funcion ingreso se llama funcion 
ingreso marginal (en general, a la derivada de una funcibn econdmica se le denomina con 
e! nombre de marginal), 

y es la tasa de cambio del ingreso con respecto a ra cantidad de unidades vendidas. 

Si se venden x unidades, la utilidad, o ganancia, total es 

P{x) = R{x)-C{x) 

donde P es llamada funcion utilidad, ia funcion utilidad marginal es P 1 . A fin de mmaximizar 
la utilidad se localizan los puntos criticos de P\ esto es, los numeros x donde la utilidad 
marginal es cero. 


Al hacer esto se tiene 


o bien 


Por consiguiente: 


P\x) = R ! (x)-C s {x) = Q 


R ! (x)=C ( (x) 


Si la utilidad es maxima, 
utilidad marginal - costo marginal 


A fin de asegurar que esta condicidn da lugar a un maximo, al obtener la segunda derivada 

P 1 , (x) = R\x)-C”{x) 


pediremos que 


Leonardo Saenz Baez 


64 


Especialidad en Educacion Matematica. 


P n (*) = R"(x)-C f/ (x} < 0 


o bien que 


R"(x) <C f '(r) 


"la lasa de aumento de la utiiidad marginal es menor que la tasa de aumento del cos to marginal". 

De este modo tendremos que la utilidad sera maxima cuando 

R\x) - C\x) y R !l (x) < C n (x) 


Ejemplo 1. Una compania estima que el costo de produccion de x artlculos en ddlares es 

C(x) - 2600 + 2x + 0.00 lx- 

a) Determine el costo, el costo promedio y el costo marginal para product 1000 ; 2000 y 
3000 articulos. 

b) Calcule el nivel de production para minrmizar el costo promedio y determine este costo 
promedio minimo. 


Solucion: Las funciones costo promedio y costo marginal son: 

c(x) = - -^^ + 2 + G.GQIr 

C\x ) « 2 + O.OOZx 

Con estas ecuaciones y la de costo se obtiene la siguiente tabla que da respuesta al 
primer incise. 


X 

C(x) 

c(x) 

C r (x) 

1000 

5600.00 

6.60 

4.00 

2000 

10 600.00 

5.30 

6.00 

3000 

17 600.00 

5.87 

S.00 


b) Para mtnimizar el costo promedio se debe cumplir 

costo marginal = costo promedio 
C'(x) = c(x) 

2-rO.QG2* = 2 ^ 0 _ + 2 + O.OOIx 


al simpfificar esta ecuacion obtenemos 

0.00 lx - — 

= 2,600,000 
x = A 600, 000 * 1612 

para checar que este nivel de production es para un minimo, apliquemes el enteric de Ea 
segunda derivada. Como 

c n (x) = > 0 

X s 

entonces la funcicn costo promedio es cocava haoia arriba en todo su dom-nic y 
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efectivamente se trat de un minima. 

El valor minimo aproximado del costo promedio es 

c(1612) = 2 + 0.001(1612) 

lolZ 

c(l6\2) = 55.22 porarticuio 


Ejemplo 2, Determine el nivel de produccidn que maximice la ganartcia en una empresa en 
donde las funciones de costo y demanda son estimadas como: 

CW = 3SOO + 5r--^ 

P ( X ) - 

SoEucion: La funcid ingreso sera; 

R(x) = xp{x) = 50x - “j- 

la funcidn ingreso marginal sera: 

R'{x) = S o-^r 


y la funcidn costo marginal es 


C ! (x) = 5 - 


500 


Entonces en utrlidad o ganancia maxima se tiene 

R'Xx) = C(x) 


y resolviendo para x 


50^ JL~ = 5 --*- 
“ 50 “ 500 


x = 2500 


I 


Par a comprobar que esto produce un maximo, determinemos las segundas derivadas 

= -W* c " w - 100 

de modo que se cumple 

r"( x) < C !! {x) para todos los valores de x 

En consecuencia las utilidades seran maximas para un nivel de produccidn ce 2500 
unidades. 


4.9 Algunas aplicaciones de la derivada. 
a) El polinomio de Taylor, 

Cuando vimos la diferencial de una funcidn nos dimes cuenta de que, para aproximar 
el valor de una funcidn en fas proxlmidades de un punto de abestsa x 0> podemos 
empiear [a ordenada correspond rente de la ecuacidn de la lines tangents a la cun/a que 
pass par (x 0 Jt*<>)Xesto es, podemos empiear un polinomio de primer grade como 
aproximacEon de los valores de una funcidn, en pequenas vecindades de algun punto 
x 0 . En general veremos que, si la funcidn f{x) tiene et numero sufreiente de denvadas, 
podemos empiear polinomios P(x), llamados polinomios de Taylor, de mayor grade para 
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efectuar aproximaciones de 3a funcion en vecindades pequerias a I rede dor de un purtto x 0 . 

La tecnlca para encontrar Eos poiinomios de aproximacidn consiste en fo siguiente: 
primero se selecciona un punto xq situadc en el domlnio de la fundon per aproximar y se 
impone la condition de qua en dicho punto cincidan los vaEores de la fundon _/*) y del 
polinomio P(x) de aproximacion, es decir 

P(x q) =/>o). Las graficas de/ y p pasan per (*o ,/><>)) 

y entonces decimos que el polinomio de aproxlmacion esta desarrolEado respecto del punto 
xq> q que esta centrado en dicho punto. Pero es evidente que habra muchos poiinomios 
que pasen por (xojixt:)) y, ccmo nuestra tarea consiste en encontrar uno cuya grafica no 
se aleje mucho de Ea grafica de ia fundon en las cercanias de este punto, una forma de 
lograiio es imponer, ahora, Ea condicidn de que la pendiente del poEinomio sea la mlsrna 
que la de 3a grafica de/en e! punto (x 0 J{x G )). Es decir, de que 

P'M -f (*o). Las graficas de/ y P tienen la misma pendiente en (xojfro)) 

con estas dos condiciones, se puede ofctener la aprcximacion lineal dada por la ecuadon 
de la tangente en (xojfyro)) 

P(x) = /faO +/'(*o)(* -Xt>) 

En efecto si P(x) = a ±b{x - x 0 ) es el polinomio que Puscamos. entonces. imponiendo 
la primera condition 

PM -flxo) 

se tiene 


P(x Q ) = a =// 0 ) 

de manera que el polinomio qudarla 

?{x) = f(x 0 ) + b(x - Xo) 

y, ahora, con la segunda condicidn 

P s (x o) =/ f (* 0 ) 

se tiene ' 

b =fM 

de mode que el polinomio buscado es 

P(x) = a + b(x - xq) - J{x 0 ) +f(x 0 )(x - xo) 

P(x) =/x 0 ) +fM(x-xo) 

que, co mo puede verse, es la ecuadon de la linea tangente a la curva en el punto 

(X C ,/>o)), 


i 


Veamos 3a aproxlmacion potindmica para la funcidn concretay - e * con poiinomios 
centrados en x* = o. 

Para un polinomio de primer grade se tendr£ 

Pi(x)=M+fmx-o) 

esto es 


P\ (x) = e?° + e & x - l + x 
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que es la ecuacidn de la linea tangente a la curvajy = e* en (0 7 l). 

Con esta aproximacidn, al afejamos de (G, I), fa curva se empieza a separar de la Jinea 
tangente y la aproximacidn pierde calidad. Para mejorar la aproximacidn, pcdemos 
imponer otra condicion: que coincidan las segundas derivadas deP y/en x = 0, {que 
tengan la misma concavidad), Con esfos requisites, se tiene un poiinomio de aproximacidn 
de segundo grade de la fomna 

Pi (x) = a -r hx 4- cx~ 


para el cual 


Pl(0) = a=j{0) = e a = 1 
K(0) = A = /(0) = = 1 

P'i(Q) - 2c = /"( 0) = e- = 1 


_ £m _ x 

2 ~ 2 


de manera que ei poiinomio es 

PlQc) = 1 + X+ -yJC 2 

En la siguiente figure se observa fa aproximacidn de este poiinomio de Taylor de segundo 
grado (grdfica punteada) con la funcidn exponenciafy = e x T en fas cercanias ce (1,0). 



-3 -2 A <>j 1 2 3 


Graficas de y = e* s >■ - 1 + * + -hr 

Si cotinuamos con este procedimiento y queremos emplear un pofinomio de aproximacidn 
centrado en x 0 = 0, de grado n, 

P n (x) = JnSiX 4-a z x 2 H — + 

pediremos que se cumplan las condiciones; 

P«( 0) =J(P) 

P'( 0) - /( 0) 

P"(0) = /'( 0) 

pW(0) = /^(O) 

con lo cual se obtien© que el poiinomio en cuestidn es 
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P,»(x) = 1 +■ 3 ; + i-x 2 + 4r * 3 + + T lrt 

2 3! w! 

Ilamado polinomio de aproximacion de Taylor de grado n, centrado en x<y = 0, para la 
funcidn/x) = e x . 

Procediendo de manera semejante para alguna otra funcidn/x), que tenga un numero 
sufictente de derivadas, su polinomio de aproximacion de Taylor de grado n, centrado en 
x - x 0j es de ia forma 

P n (x) - a G +ffj. (x -x 0 ) + a 2 (x-xo) 2 4- + a n (xr -x D )x H 

sojeto a las condiciones 

P„(xo) -J(x 0 ) (c) 

P'fro) =/ fro) 

r (x 0 ) =/w 

Las derivadas sucesivas del polinomio PL(x) son 

P„(x) = a ] 4- - *<>} -+- 3a 3 (x -x$} 2 4- + m n {x -Xq}*~ 1 

P" (x) “ Ian + (2) (3 )^ 3 (x - x & ) + * * + n{n - 1 )a n (x - x 0 )^ 2 
P ts, {x) = (2>(3 )a 3 + ■ + n(n - 1 )(« - 2 )a n (x - x 0 )- 3 

^ tn) W = «(« — 1)(« — 2)--(2)Cl)«n 


y at hacerx = x* y emplear las condiciones (c) se tiene: 

P(x Q ) = =/(Xfj) 

*01 = / f (*o) 

= /'(x 0 ) 

P ff, M = (2) (3 }a 3 = 3!a 3 =/"(**) 


y por !o tanto 


= n(n-l)C»-2)-{2)Cl)fl, = «!a„ = /">(x 0 ) 

flij = /(*o) 
ai -/'(*«) 

rcr«) 


£7? = 




= r'fa) 

3! 


. /"’Po) 

h! 
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coeficientes tod os d e la forma 



y por lo tanto: 

Definicton 22. 

El polinomio de aproximacton ae Taylor de grado n, para la funcibn/x), centrado en 
x = x Q , es: 



notacion qua se puede compactar escribiendo 



Nota. Cuando x 0 = 0, el polinomio correspond iente 



es llamado n ^esimo polinomio de Maclaurin para/ 

Entre mas grande sea n, mejor sera la aproximacidn del polinomto de Taylor con la fun cron 
/en las proximidades de x 0 . Y si la diferencia o error entre /.r) y su pofinomso de 
aproximacion P{x), tiende a cero cuando n -* oo, podemos escrtbir 





expresidn que es llamada serie de Taylor def{x) en tomo a x = x 0 . (Si x 0 = 0 se le suele 
Elamar sene de Maclaurin ). Estas series, que a menudo son llamadas series de potencies, 
son generalmente convergentes para todos los valores de x comprendtdos dentro de cierto 
intervals llamado intervalo de convergence y son divergent© s para todos los valores que 
quedan fuera de dicho intervalo. 

A continuacEdn se dan algunos desarroilos en sene, de funoiones conocidas : y su intervalo 
de convergencia. 
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Serie de potendas 

Intervale de convergence 

a)(l +i)t - I + 

-] < x < I 


-1 < X < 1 

c) (l +l) -1 = 1 - x + x z -x 3 ■'■X* -■■■ 

< X < 1 


—no < .r < x 

e) In(l +i) = X ~^Y + J y~^- + "' 

-i < * < i 

% *, f 

f) smx — ^ — - - 

— X < X < x 

g) co5J^= i + + 

-CC < X < sc 


b) Regia de L'Hopital, 

Ai calcular limites de ia forma 


lim 


Ax) 

gix) 


po demos tener, en ocadones, el resultado 



OQ 

00 


a los cuales llamaremos formas indeterminadas. 

Cuando se trata de funciones rationales , las formas i se pueden evltar simplificando 
el factor comun que cause ta indeterminatidn, \o cual se hace : por ejemplo, en el siguiente 
If mite 


lim - 2 . 

jr-t x 2 - 1 


1 _ 


= lim 

JE-*! 


(x - 1 )(x 2 +■ X +■ l ) 


- lim 


(X 2 +X+- 1) 


(jr-I)(x+l) (i + l) 2 

En algunos otros limites indeterminados, la attention del limite no es tan odvta, como 
sucede con los limites 


inn 



o_ 

0 


lim 

jWB 


bix . 
x 


ac 

X 


Para este tipo de limites se puede emplear ei teorema conotido como Regia de L'HopitaL 
que dice lo siguiente: 

Teorema 413 Reg/a de L'Hopital. 

Se&n fyg dos furstiorses drferentiattes con g'(x) * 0 en un intervale abierto 4 que 
contiene al punto a. 

Sean 

tim/fr) - 0 y Umg(x) = 0 
o 
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m = 


2 x-l 

x + 2 


3. Empleando la definition de la derivada, demuestre que (cos*)' = -sinx 

4. Empleando regias de derivation, encuentre (as derivada / de las funciones: 

a) y = x - X 

b) 

c) x 2 -y 2 - Jl 

d) y - £(l + ^(l -x) 

e) >■ = Ae~^* sin(n7i + a). 

f) y = arctan(tan-x) 


-91 


sol. 


(I-Jt) 


] W 


g) v - x - inVl+e^ + e '* arccot(e J ). 


5. Verifique que -&■ 


^ y -/] far + Ji +x 2 j y (1 ^-x 2 )- 


7. Si r 4 +>' 4 = jc 2 >- 2 5 encuentre y'. ^Que opinade su resultado? 

8. La Ley de Boyle establece que cuando se comprime una muestra de gas a temperatura 
constants, el producto de la presidn per el volumen permanece constants' PV = C. Calcula 
la rapidez de cambio del volumen en funcion de la presidn. 


9, Una estrelia variable cefeida es aqueila cuyo brillo aumenta y disminuye de manera 
alternative. La que se ve con mayor facilidad es Delta Cephei, para la cual el intervale 
entre los brillos maximos es de 5.4 dias, El brillo promedio de esa estrelia es es 4 y cambia 
en ±0 35. Con estos dates, el brillo de la estrelia cuando el Eiempo es t dEas, se models 
mediante la funcidn 

3(t) = 4 + 0.35sm(^-) 

a) Deiermina fa rapidez de cambio del brillo a los / dies, 

bj CalciHa, con dos decimafes de exactitud, la rapidez de aumento despues de un dia. 


10. Una bola de nleve esferica se funds de tal modo que su volumen se reduce a una 
veiocidad de l cmVmin. iCan que vefocidad disminuye ef dlametro cuando es de 10 cm. 


11. Se desea construir una caja sin tapa a partrr de un carton rectangular de largo L y 
ancho K cortando en cada una de sus esquinas un pequefio cuadrado de :ado x. y 
doblando despues las orilias para formar la caja. Determine el valor que debe tener x, en 
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terminos del y h t para que el vofumen de la caja sea ef mayor postble. 

1 2. Bosqueja la grafica de urta funcibn que cumpla con todas y cada una de las srguientes 
condiciones: 

/(-!) =/'(!) = 0, fix) <0 Si M < 1, 
f(x) > 0 si l*| > 1, X-1) = 4, /I) = 0, 
f*{x) < 0 Si x < 0, f\x) > 0 SJ x > 0. 

13. Para la siguiente funcion de costa 

C(*> = 45 + ! + W 

determine: 

a) El nivel de produccion que minimice ei costa promedio, y 

b) E3 costo promedia minima. 


14. Para Ja funcion costo y demanda dados, determine el nivel de produccion que 
maxirnice la utilidad. 

C(x) = 1200 -5- 25* -0.0001*', p(x) = 55 - 

sol. 16,667 

15. Lrnealice la funcion X*) = JTTx, en las proximidades de = o. 

Sol. JYTx 5 1 + y 

16. Demuestre que i - 4 es Ja linealizacibn local de ■ cerca de * = o. 

* /I - * 

17. Use la llnealizacidn de e* para evatuar el limits 

e* - 1 

h 

para la funcibn /*) = e~ x \ 


A-*® 

18. Obtenga ef polinomio de Taylor en x 0 = 0, 


fe 
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